


ПРОГРАММА 
вступительных испытаний по специальной дисциплине 

при приеме на обучение по образовательным программам высшего 
образования – программам подготовки научно-педагогических кадров в 
аспирантуре по направлению подготовки 01.06.01 Математика и механика 

Направленности (профили) программы аспирантуры: 
01.01.01 Вещественный, комплексный и функциональный анализ 
01.01.02 Дифференциальные уравнения, динамические системы и 

оптимальное управление 
01.01.03 Математическая физика 
01.01.05 Теория вероятностей и математическая статистика 

1. Линейная алгебра
Линейное пространство. Базис. Линейные операторы. Матрица линейного 

оператора.  Элементарные матрицы. Детерминант квадратной матрицы. Два определения 
ранга матрицы (в терминах линейной независимости строк и неравенства нулю миноров). 
Система линейных уравнений. Критерий совместимости Кронекера-Капелли. 
Собственные векторы и собственные числа линейного оператора. Нормальные операторы. 
Жорданова форма (без доказательства). Сингулярное разложение. Билинейные и 
квадратичные формы. Приведение квадратичной формы. Критерий Сильвестра (без 
доказательства). 

2.Математический анализ
Предел последовательности. Числовые ряды. Предел функции. 

Дифференцируемость. Формула Тейлора. Ряд Тейлора. Экстремум функции. Необходимое 
условие экстремума. Достаточное условие экстремума. Интеграл Римана. Несобственные 
интегралы. Формулы Грина (без доказательства). Ряды Фурье по тригонометрической 
системе. Сходимость рядов Фурье для кусочно-гладких функций, Порядок убывания 
коэффициентов Фурье для n - раз непрерывно-дифференцируемой функции. Равномерная
сходимость ряда Фурье для непрерывно дифференцируемой функции. Теорема 
Вейерштрасса (о полноте). Многочлены Чебышева. Функции одной комплексной 
переменной. Условие Коши-Римана. Интегральная формула Коши. Степенные ряды. 
Первая теорема Абеля. Дифференцирование и интегрирование степенных рядов. 
Эквивалентность дифференцируемости и регулярности функции в области. Ряд Тейлора. 
Ряд Лорана. Особые точки. Понятие вычета в изолированной точке. 

3.Функциональный анализ
Метрические пространства. Полнота. Непрерывные отображения. Компактные 

множества. Принцип сжатых отображений. Метод последовательных отображений. 
Линейные, нормированные, банаховы и гильбертовы пространства. Сильная и слабая 
сходимость. Задача о наилучшем приближении элементами выпуклого множества или 
подпространства. Минимальное свойство коэффициентов Фурье. Непрерывные линейные 
операторы. Норма и спектральный радиус оператора. Сходимость операторов. 
Обратимость. Ряд Неймана ∑

k

kA  и условия его сходимости. Теоремы о существовании

обратного оператора. Линейные функционалы. Сопряженное пространство. Принцип 
равномерной ограниченности. Теорема Банаха-Штейнгауза, ее приложения. Теорема 
Рисса (для гильбертова пространства). Сопряженные, самосопряженные, симметричные, 
положительно определенные, вполне непрерывные операторы и их свойства. Свойства 
собственных значений и собственных функций для задачи на собственные значения 



uAu λ= , где −A  самосопряженный, вполне непрерывный линейный оператор. 
Квадратичные функционалы и обобщенные решения операторных уравнений. 

4. Обыкновенные дифференциальные уравнения 
Теорема существования и единственности решения задачи Коши для одного 

уравнения 1-го порядка и для системы n  уравнений 1-го порядка с m  неизвестными в 
нормальной форме (без доказательства). Теорема существования и единственности для 
системы линейных уравнений 1-го порядка. Линейные уравнения n -го порядка с 
постоянными коэффициентами. Решение однородного уравнения. Решение неоднородного 
уравнения со специальной правой частью в виде квазиполинома. Уравнение Эйлера. 
Решение однородной системы первого порядка с постоянными коэффициентами (случай 
простых корней). Системы линейных уравнений первого порядка с переменными 
коэффициентами. Фундаментальная система решений однородного уравнения. Формула 
Лиувилля. Метод вариации произвольных постоянных для отыскания частного решения 
неоднородной системы. Структура общего решения.       

5. Задачи математической физики                  
Математические модели физических задач, приводящие к уравнениям 

математической физики. Основные уравнения математической физики, постановки задач. 
Обобщенное решение краевых задач для эллиптических уравнений в самосопряженной 

форме. Пространства функций 
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p WW , . Понятие о теоремах вложения. Задача Штурма-

Лиувилля. Сведение задачи Штурма-Лиувилля к интегральному уравнению. Свойства 
собственных значений и собственных функций задачи Штурма-Лиувилля. Метод Фурье 
(метод разделения переменных) для волнового уравнения и уравнения теплопроводности. 
Обоснование метода на конкретных примерах (простейших). Теорема Стеклова (без 
доказательства). Гармонические функции и их свойства. 

6. Методы вычислительной математики 
6.1. Численный анализ 
Интерполяция. Интерполяционный многочлен Лагранжа. Интерполяция функции 

одного переменного с помощью кубических сплайнов. Кусочно-кубическая интерполяция 
со сглаживанием. Гладкие восполнения. Сходимость сплайн-функций. Численное 
интегрирование. 

6.2. Численные методы линейной алгебры 
Разложение матрицы на треугольные множители. Компактная схема. Метод 

факторизации. Число обусловленности матрицы как мера устойчивости процесса решения 
системы уравнений. Итерационные методы решения систем линейных уравнений. 
Сходимость и оптимизация итерационных методов. Метод последовательной верхней 
релаксации, чебышевские итерационные методы, метод минимальных невязок, метод 
сопряженных градиентов. Теоремы о сходимости для итерационных методов. Задача на 
собственные значения. Степенный метод. Метод вращений. 

6.3. Численные методы решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений 
Конечно-разностные методы. Методы Рунге-Кутта (на примере явной схемы 4-го 

порядка аппроксимации). Линейные многочасовые методы. Предиктор-корректор методы 
(на примере метода Адамса-Бэшворта-Мултона 2-го порядка аппроксимации).  
Сходимость и устойчивость конечно-разностных методов. Понятия устойчивости, 
абсолютной устойчивости. Порядок аппроксимации, погрешность аппроксимации. 
Сходимость решения разностной задачи к решению дифференциальной (на примере явной 
схемы РунгеКутта 2-го порядка аппроксимации). Жесткие задачи. Явные и неявные 
методы, их особенности. Применение линейных многошаговых методов. 

6.4. Разностные и проекционно-сеточные методы решения задач 
математической физики 



Основные понятия теории разностных схем (сетки, сеточные функции, 
аппроксимация, устойчивость, сходимость). Разностные схемы для эллиптических, 
параболических и гиперболических уравнений. Двухслойные и трехслойные схемы, их 
устойчивость. Схема Кранка-Николсон для эволюционного уравнения. Оценка порядка 
точности. Консервативные разностные схемы. Понятие об экономичных разностных 
схемах. Вариационные и проекционные методы решения задач математической физики 
(методы Ритца, Бубнова-Галёркина, наименьших квадратов, Галёркина-Петрова). 
Аппроксимация финитными функциями (кусочно-линейными, полилинейными, 
эрмитовыми базисными функциями). Проекционно-сеточные схемы для эллиптических, 
параболических, гиперболических задач. Теоремы сходимости. Методы расщепления для 
нестационарных задач. Методы стабилизации, предиктор-корректор, покомпонентного 
расщепления. Метод двуциклического покомпонентного расщепления. 

7. Математическое моделирование в естествознании 
Устойчивость динамической системы по линейному приближению, классификация 

особых точек систем второго порядка. Аттракторы динамических систем, теоремы 
Гробмана-Хартмана и Пуанкаре-Бендиксона. Модель «хищник-жертва». Химическая 
кинетика, модель Белоусова-Жаботинского. Динамика развития эпидемии, модель SIR.  
Странные аттракторы, модель Лоренца. Система Лоренца, доказательство существования 
аттрактора. Бифуркации решений нелинейных динамических систем, мягкая и жесткая 
потери устойчивости. Показатели Ляпунова и их свойства. Дискретные динамические 
системы, логистическая модель, бифуркационная диаграмма, число Фейгенбаума.  
Множества Жюлиа и их свойства, фрактал Мандельброта. Размерность по Хаусдорфу для 
фрактального множества, вычисление размерности канторова множества. 

8. Вычислительный эксперимент 
Вычислительный эксперимент: цель, задачи, области применения, виды, основные 

этапы. Проверка достоверности результата вычислительного эксперимента. Оценка 
погрешностей машинных вычислений. Планирование вычислительного эксперимента. 
Оценка необходимых ресурсов вычислительной техники и времени решения задачи.  

9. Алгоритмические языки 
Структурное программирование на языке высокого уровня. Типы данных. Типовые 

алгоритмические конструкции: ветвление, останов, переход, цикл, вложение. Компиляция 
и компоновка. Объектно-ориентированное программирование на языке высокого уровня. 
Понятие класса и объекта. Инкапсуляция, наследование полиморфизм. Объектная 
структура программы. Пакеты прикладных программ: виды, назначение, типовая 
структура. Жизненный цикл прикладного программного обеспечения. 
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Интернет-ресурсы 

 (электронные учебно-методические издания, лицензионное программное 
обеспечение) 

 
На сайте библиотеки http://library.ugatu.ac.ru/ в разделе «Информационные 

ресурсы», подраздел «Доступ к БД» размещены ссылки на интернет-ресурсы. 
 


