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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 
  Актуальность темы. Современный период развития производствен-

ных технологических процессов характеризуется оптимизацией этапов 
жизненного цикла продукции, обусловленной динамически изменяющимся 
ассортиментом и номенклатурой изделий при ужесточении требований к 
себестоимости продукции. В этих условиях актуальным является решение 
оптимизационных задач упаковки и раскроя. Современное производство 
характеризуется необходимостью тщательного анализа и экономии тре-
буемого расхода материала на этапе проектирования изделия, а также раз-
нообразным ассортиментом деталей и изделий. Задачи упаковки и раскроя  
в условиях единичного производства возникают при индивидуальном про-
изводстве изделий, как правило, из  дорогостоящих материалов, при пла-
нировании размещений различных предметов в контейнерах, при этом 
конструирование таких размещений и раскроев представляет далеко не 
тривиальную задачу.  

В рамках класса задач упаковки и раскроя все проблемы объединены 
единой логической основой, а именно: наличием двух видов объектов – 
малых и крупных, для которых решается  задача оптимального размещения 
малых объектов в крупные.  

Как известно, задачи упаковки и раскроя относятся к классу целочис-
ленных задач математического программирования. Классические методы 
линейного программирования решения задач упаковки и раскроя, успешно 
применяемые в условиях массового производства, в условиях единичного 
производства трудно применимы.  

Фундаментальные научные результаты в области решения задач рас-
кроя в условиях массового производства принадлежат Л.В. Канторовичу и 
В.А. Залгаллеру. Результаты дальнейших  исследований в этой области от-
ражены в работах В.А. Булавского и  М.А. Яковлевой,  Э.А. Мухачевой, 
И.В. Романовского, В.А. Кузнецова, а за рубежом П. Гилмори и Р. Гомори, 
И. Терно и  Г. Шайтхауэра  и  др. 

Задачи раскроя и упаковки, ориентированные на единичное производ-
ство, относятся к классу NP-трудных задач комбинаторной оптимизации, 
т.е. для их решения нет методов и алгоритмов,  находящих точное решение 
за полиномиальное время. Существующие точные методы решения задач 
упаковки и раскроя основаны на схеме полного перебора, поэтому они ока-
зываются мало пригодными для решения задач, встречающихся на практи-
ке. Асимптотически точные методы решения задачи одномерной и двух-
мерной упаковки разработаны Э.Х. Гимади, В.В. Залюбовским и другими 
авторами. 

     В связи с NP-трудностью задач раскроя-упаковки одним из актуаль-
ных направлений исследований в настоящее время является разработка 
эффективных приближенных и эвристических методов. Среди них выде-
ляются конструктивные методы, решение задачи строится покомпонентно, 
добавлением нового компонента к частично построенному решению до тех 
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пор, пока оно не построено полностью и методы локального поиска опти-
мума, поиск локально оптимальных решений ведется в некоторой окрест-
ности допустимого решения. Разработке эвристических методов локально-
го поиска оптимума при  решении задач упаковки и раскроя посвящены 
работы М. Дориго, И.П. Норенкова, Ю.А. Кочетова, Э.А. Мухачевой, Э. 
Фолкенауэра  и др. 

    На практике наиболее часто встречающимися задачами являются ор-
тогональная упаковка и раскрой, где в качестве малых объектов выступают 
заготовки прямоугольной формы, ящики различных размеров, а в качестве 
крупных – материал, поступающий в виде рулонов, полос, прямоугольных 
листов, стержней, контейнеры различной емкости. В настоящее время раз-
работано множество эвристических методов решения таких задач, что ос-
ложняет их выбор и оценку качества полученных  решений при практиче-
ской реализации в условиях единичного производства. 

Таким образом, проблема разработки  теоретической основы расчета 
рациональной упаковки и раскроя, направленной на унификацию методов 
поиска решений, является актуальной и своевременной. 

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы явля-
ется разработка унифицированных методов для решения задач ортогональ-
ной упаковки и раскроя, обеспечивающих экономию материальных ресур-
сов в условиях единичного производства на основе конструктивных мето-
дов. 

Для достижения указанной цели в работе поставлены и решены сле-
дующие задачи:  

1. Разработать теоретические основы нового направления в создании 
унифицированных методов расчета для решения задач рациональной упа-
ковки и раскроя в различных постановках.  

2. Разработать унифицированный метод, позволяющий на общей 
теоретической основе создать математическое обеспечение для решения 
задач одномерной, прямоугольной и параллелепипедной упаковки и рас-
кроя.  

3. Разработать конструктивный метод и алгоритмы для решения за-
дач одномерной упаковки и раскроя. 

4. Разработать методы, алгоритмы для решения задач ортогональной 
упаковки и раскроя на базе известных метаэвристик. 

5. Реализовать и внедрить полученные теоретические результаты в 
виде методик, алгоритмов и прикладного программного обеспечения на 
промышленных предприятиях и в учебном процессе. 

Методы исследования. Результаты исследований, выполненных в ра-
боте, базируются на методе динамического программирования, основных 
понятиях и алгоритмах из теории графов, стандартных схемах метаэври-
стических методов. При разработке алгоритмов и программного обеспече-
ния использовались принципы модульного и структурного программиро-
вания. Для оценки эффективности полученных результатов использовались 
стандартные методики оценки результатов численного эксперимента. 
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Основные научные результаты, полученные автором и выноси-

мые на защиту 
1. Теоретические основы расчета рациональной упаковки и раскроя, 

базирующиеся на модифицированном псевдополиномиальном алгоритме 
решения задачи 0-1 рюкзак, что позволяет решать задачу n-мерной упаков-
ки (n = 1,2,3) в рамках единого подхода. Это обеспечивает высокое качест-
во получаемых решений задач упаковки и раскроя, а также  инвариант-
ность к размерности решаемых задач.  

2. Конструктивный метод динамического перебора на базе предло-
женной модификации метода решения задачи 0-1 рюкзак для прямоуголь-
ной упаковки  в детерминированном и  рандомизированном вариантах, по-
зволяющий получать множество квазиоптимальных решений, что дает 
возможность осуществить выбор наиболее подходящего варианта в случае 
изменения технологических и организационных ограничений.  

3. Конструктивный метод перебора с усечением для решения задач 
одномерной упаковки, обеспечивающий высокое качество решений и по-
зволяющий повысить скорость поиска решения, что важно при решении 
задач большой размерности.  

4. Методы и алгоритмы на базе известной конструктивной метаэври-
стики муравьиная колония для задач прямоугольной упаковки. 

5. Математическое и программное обеспечение, реализующее разрабо-
танные конструктивные методы и позволяющее решать задачи n-мерной 
упаковки (n = 1,2,3), возникающие в условиях единичного производства. 
Результаты анализа эффективности разработанного математического обес-
печения для решения задач одномерной, прямоугольной и параллелепи-
педной упаковки, полученные на базе численного эксперимента. 

Научная новизна результатов 
1. Разработана теоретическая база создания нового унифицированно-

го  метода высокой эффективности  для решения задачи ортогональной n-
мерной упаковки (n=1,2,3).  

2. Предложен конструктивный метод динамического перебора для 
решения задач ортогональной упаковки. В отличие от существующих кон-
структивных методов он впервые основан на оптимизационном алгоритме 
0-1 рюкзак и его гибридизации с эвристическими приемами.  

3. Предложен конструктивный метод перебора с усечением для реше-
ния задачи одномерной упаковки большой размерности. Этот метод пре-
восходит многие существующие алгоритмы по эффективности и времен-
ной производительности и почти всегда позволяет получать оптимальное 
или близкое к нему решение. 

4. Для решения задач прямоугольной упаковки предложено примене-
ние конструктивной метаэвристики муравьиная колония. Это позволяет 
получать допустимые и близкие к оптимальным решения задач прямо-
угольной упаковки. 

5. Разработано эффективное математическое обеспечение, основанное 
на предложенных методах и алгоритмах упаковки и раскроя в условиях 
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единичного производства, позволяющее получить множество квазиопти-
мальных решений и служащее основой для внедрения программного обес-
печения при решении оптимизационных задач упаковки и раскроя про-
мышленных объектов.  

Обоснованность и достоверность результатов диссертации 
Обоснованность результатов, полученных в диссертационной работе, 

базируется на использовании апробированных научных положений и мето-
дов исследования, корректном применении математического аппарата, со-
гласованности новых результатов с известными теоретическими положе-
ниями. 

Достоверность полученных результатов и выводов подтверждается 
проведенными численными экспериментами. 

Практическая значимость результатов 
Практическая ценность результатов, полученных в диссертации, за-

ключается в разработке: 
•  методики решения задач одномерной упаковки на базе унифициро-

ванного метода, позволяющего создать гибкое математическое и про-
граммное обеспечение, легко адаптируемое к производственным условиям; 

• методики решения задач параллелепипедной упаковки на базе уни-
фицированного метода, позволяющего создать гибкое математическое и 
программное обеспечение, легко адаптируемое к производственным усло-
виям; 

• методического, алгоритмического и программного обеспечения для 
решения задач упаковки и раскроя промышленных объектов, позволяюще-
го сократить в 1,5–2 раза сроки подготовки оптимальных решений при 
упаковке и раскрое и повысить показатели эффективности при решении 
задачи ресурсосбережения на 5–10%.  

Результаты диссертационной работы внедрены в виде методов, ал-
горитмов, методик и программного обеспечения на ООО «Уралтехно-
проект» (Екатеринбург), ООО «ВИВ-ФАРМ» (Москва), ГУП УАП 
«Гидравлика» (Уфа), а также в учебном процессе Уфимского государст-
венного авиационного технического университета. 

    Связь исследований с научными программами 
    Исследования проводились в рамках научных грантов №01-01-00510, 

№03-01-07002 Российского фонда фундаментальных исследований.  
    Апробация работы 

          Основные научные и практические результаты диссертации докла-
дывались и обсуждались на следующих конференциях: 

• Международной  научно-технической конференции «Актуальные 
проблемы математического моделирования и автоматизированного проек-
тирования в машиностроении: МОДЕЛЬ-ПРОЕКТ 95»,  Казань, 1995; 

• Конференции «Комплексный анализ, дифференциальные уравне-
ния, численные методы и приложения. Геометрические задачи», Уфа, 
ИМВЦ  РАН, 1996; 
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• I-II Сибирских конгрессах по прикладной и индустриальной мате-

матике (ИНПРИМ-96,98),   Новосибирск, 1996, 1998; 
• 16-ой Европейской конференции по исследованию операций,  

Брюссель, Бельгия, 1998; 
• Международной Сибирской конференции по исследованию опера-

ций,  Новосибирск, 1998; 
• Международной конференции «Поддержка жизненного цикла в произ-

водственных системах»,  Бремен, Германия, 1998; 
• Конференции «Математическое программирование и приложения», 

УрО РАН,  Екатеринбург, 1999, 2003; 
• Первой Всероссийской научно-практической конференции по во-

просам решения оптимизационных задач в промышленности «Ресурсосбе-
регающие технологии: математическое обеспечение оптимизационных за-
дач в системах автоматизированного проектирования»,  С-Петербург, 2001; 

• Международной конференции «Дискретный анализ и исследование 
операций» (DAOR),  Новосибирск, 2000, 2002, 2004; 

• 16-ой международной конференции по исследованию операций,  
Эдинбург, Великобритания, 2002; 

• Международной конференции «Компьютерные науки и информа-
ционные технологии» (CSIT),  Уфа, 2003-2005; 

•  13-й Байкальской международной школе-семинаре, Иркутск, 2005; 
• Международной уфимской зимней школе-конференции по матема-

тике,  Уфа, 2005; 
• Международном семинаре европейской группы по раскрою и упа-

ковке (EuroSICUP),  Порто, Португалия, 2006;  
• III Всероссийская конференция «Проблемы оптимизации и эконо-

мические приложения»,  Омск, 2006.  
Публикации 
Результаты диссертационной работы отражены в 80 публикациях, в 

том числе в одной монографии (в соавторстве), учебном пособии (в соав-
торстве),  31 статье, в том числе 8 статьях в изданиях из списка ВАК, 40 
материалах международных и российских конференций, 2 свидетельствах 
государственной регистрации программ для ЭВМ. 

Структура и объем работы 
Диссертация состоит из введения, пяти глав основного материала, 

библиографического списка и содержит 265 страниц основного текста. 
Библиографический список включает 191 наименование литературы. 

                             
                               СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 
Во введении обосновывается актуальность темы исследований в об-

ласти задач упаковки и раскроя промышленных материалов. Формулирует-
ся цель работы и решаемые в ней задачи, обсуждается научная новизна и 
практическая ценность выносимых на защиту результатов. 
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В первой главе проводится анализ существующих постановок и ме-

тодов поиска рациональных решений в классе задач ортогональной упа-
ковки и раскроя для условий единичного  производства.  

   В работе приведены задачи ортогональной n-мерной упаковки, где  
n=1,2,3  (Bin Packing Problem, BPP),  и раскроя (Cutting Stock Problem, 
CSP), представленных  в следующих постановках: 

– имеются контейнеры определенной вместимости и конечный набор 
различных предметов заданных размеров. Требуется разместить предметы 
в контейнеры таким образом, чтобы минимизировать общее количество за-
нятых контейнеров (задача BPР); 

– задан мерный материал, поступающий в виде стержней, брусков, ру-
лонов, листового проката, конечный набор предметов  известных размеров. 
Требуется раскроить заданный материал таким образом, чтобы расход ма-
териала был минимальным (задача CSP).  

   Задачи  BPP и CSP возникают при размещении и упаковке различных 
грузов в контейнеры, планировании раскроя материала и описываются 
сходными целочисленными моделями, инвариантными к производствен-
ным условиям.  Основное внимание уделяется задачам одномерной, пря-
моугольной и параллелепипедной упаковке. 

   Постановка задачи одномерной упаковки (1 Dimensional Bin Packing, 
1DBP) заключается в следующем. Даны контейнеры заданной вместимости 
W и набор из m – предметов с весами wi ∈ Z+,  wi≤  W, i = 1,2, ..., m. Требу-
ется упаковать предметы в контейнеры так, чтобы количество занятых 
контейнеров было минимально. 
        Задача прямоугольной упаковки в полосу (1.5 Dimensional Bin Packing, 
1.5DBP) состоит в следующем.  Исходная информация задается набором 
данных <W,m,w,l>, W, m, w, l∈ Z+, где W - ширина полубесконечной поло-
сы; m – количество прямоугольников; w=(w1,w2,…,wi,…,wm) – вектор ширин 
прямоугольников; l=(l1,l2,…,li,...,lm) – вектор длин прямоугольников. Вво-
дится прямоугольная система координат XOY, у которой оси OX и OY сов-
падают соответственно с нижней неограниченной и боковой сторонами по-
лосы. Решение задачи представляется в виде набора элементов  <X, Y>,  где 
Х=(х1, х2,…,хi,…,хm), Y=(у1, у2,…,уi,…,уm) – векторы координат  прямоуголь-
ников,  (хi, уi) – координаты нижнего левого угла прямоугольника соответ-
ственно по оси  X и Y. Набор элементов  <X,Y> называется допустимой 
прямоугольной упаковкой, если выполнены следующие условия: 
       1.  Стороны прямоугольников параллельны граням полосы (условие 
ортогональности);                      
       2.   Прямоугольники  не перекрывают друг друга: 
для mjiji ,...,1,; =≠  

))()(())()(( iijjjiiijjji wyywyylxxlxx +≥∨+≥∨+≥∨+≥                      
       3.   Прямоугольники не выходят за границы   полосы: 
 для всех i=                   m,...,1  ).)(()0()0( Wwyyx iiii ≤+∧≥∧≥
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   При выполнении условий допустимости требуется найти такую упа-

ковку полосы, для которой длина ее занятой части ),...,1 max( miL lx ii =+=  
достигает минимума. 
        В задаче  упаковки в прямоугольные листы 2DBP, кроме ширины лис-
та W , известна его длина L. Обычно исходная информация о прямоуголь-
никах такова, что одного листа для их размещения бывает недостаточно и 
требуется найти упаковку с минимальным числом занятых листов. При 
этом каждая допустимая упаковка удовлетворяет условиям 1, 2 и условию: 
для i=1,2,...,m .  )())(()0()0( LWwyyx lx iiiiii ≤+∧≤+∧≥∧≥
       С решением задач 1.5DBP  и  2DBP  связана задача реализации техно-
логического процесса упаковок, которая зависит от особенностей раскрой-
ного оборудования. Часто встречается задача гильотинного раскроя-
упаковки, когда возможными являются только сквозные резы, параллель-
ные кромкам раскраиваемого материала.                                  
       Рассматривается задача параллелепипедной упаковки (3 Dimensional 
Bin Packing, 3DBP), состоящая в следующем. Исходная информация зада-
ется набором данных <W,L,H,m,w,l,h>, W, L, H, m, w, l, h ∈ Z+, где W – ши-
рина параллелепипеда; L – длина параллелепипеда; H –  высота  паралле-
лепипеда; m–количество заданных предметов; ),...,,...,( 1 wwww mi= – вектор 
ширин предметов;  – вектор длин предметов; 

– вектор высот предметов. Требуется найти упаковку m 
предметов в параллелепипед, занимающую минимальную высоту паралле-
лепипеда (если задан параллелепипед неограниченной высоты, H=∞ ). При 
этом по аналогии с задачей прямоугольной упаковки, должны быть выпол-
нены условия допустимости параллелепипедной упаковки. Если в задаче 
3DBP, кроме ширины W, длины L, задана высота H параллелепипеда, то 
при выполнении условий допустимости, требуется минимизировать коли-
чество упакованных параллелепипедов.  

),...,,...,( 1 llll mi=
),...,,...,( 1 hhhh mi=

   В работе приведен аналитический обзор различных методов решения 
задач ортогональной упаковки и раскроя: методы математического про-
граммирования, методы типа ветвей и границ, асимптотически точные ме-
тоды, однопроходные и многопроходные эвристические методы, метаэври-
стики. Как показано в обзоре, большинство методов решения задач упа-
ковки и раскроя развиваются в двух направлениях: ведется поиск локаль-
но-оптимальных решений в некоторой окрестности исходного допустимого 
решения с применением декодеров – алгоритмов, которые по закодирован-
ному решению  восстанавливают эскиз упаковки и вычисляют значение 
целевой функции. Другим направлением является разработка конструктив-
ных методов, имеющих дело с покомпонентным построением упаковки, а 
именно: к частично построенной упаковке добавляется новый компонент  
до тех пор, пока упаковка не будет построена полностью. В  работе выпол-
нено исследование в рамках этого направления.  
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  На основе проведенного анализа методов и алгоритмов поиска опти-
мальных решений в классе задач ортогональной упаковки и раскроя для 
условий единичного производства сделан вывод о том, что в настоящее 
время в этой области исследований существует  ряд нерешенных задач, к 
которым можно отнести следующие: 

• задачи упаковки и раскроя являются NP-трудными, поэтому для них 
пока не существует методов, позволяющих  за полиномиальное время по-
лучить оптимальное решение. Разработано множество  эвристических и 
приближенных методов для решения этих задач с применением различных 
подходов, которые плохо систематизированы и структурированы, что за-
трудняет выбор подходящего метода для их практического применения и 
не позволяет обеспечить эффективную реализацию алгоритмов упаковки и 
раскроя;   

• в качестве общих методов расчета рациональной упаковки и раскроя 
рассматриваются главным образом вероятностные метаэвристики, осуще-
ствляющие локальный поиск оптимума. Что касается конструктивных   ме-
тодов, то под их разработку и применение теоретическая база не подведена;  

• отсутствуют методы для решения задач упаковки и раскроя, бази-
рующиеся на решении задачи 0-1 рюкзак, несмотря на то, что сама задача 
0-1 рюкзак сходна с простейшей задачей одномерной упаковки  
       С учетом изложенного выше в работе предлагаются: 

• разработка конструктивных методов  для решения задачи n-мерной 
упаковки (n=1,2,3) на базе модифицированного метода  решения задачи 0-1 
рюкзак, ставшего основой унификации  методов для решения поставлен-
ных задач. Это позволило создать инвариантное математическое  обеспе-
чение,  представляющее собой единое оптимизационное ядро; 

• разработка и развитие методов и алгоритмов для решения задач 
прямоугольной упаковки и раскроя на базе известных метаэвристик; 

• реализация и внедрение полученных  результатов в виде методик, 
алгоритмов и программного обеспечения на промышленных предприятиях 
и учебном процессе. 

Во второй главе разработаны теоретические основы  расчета рацио-
нальной упаковки, базирующиеся на модифицированном псевдополиноми-
альном алгоритме решения задачи 0-1 рюкзак.  

   Предложен унифицированный конструктивный метод динамического 
перебора для решения задачи  ортогональной n-мерной упаковки (n=1,2,3) 
на базе модифицированного алгоритма решения задачи 0-1 рюкзак в де-
терминированном и стохастическом вариантах.  

   В работе используется следующая формулировка задачи 0-1 рюкзак: 
даны целые числа wi, i=1,2,...,m  и W. Требуется определить, существует ли 
такое подмножество I множества {1,2,...,m}, что ∑∈ =Ii i Ww .  

   Известно, что для решения задачи 0-1 рюкзак разработан псевдополи-
номиальный алгоритм (Pseudo-polynomial Algorithm, PA), в котором стро-
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ятся множества Mi, i=1,2,...,m, содержащие всевозможные суммы целых 
чисел wi, i=1,2,...,m,  не превышающие W.    

    В работе устанавливается взаимно-однозначное соответствие между 
числами wi, i=1,2,...,m и множеством натуральных чисел {1,2,...,m}: w1→1, 
w2→2,…,wm→m и ввести в рассмотрение кортежи вида (1,2,…, m) – упоря-
доченные наборы натуральных чисел. При этом  пусть K – множество всех 
кортежей, тогда задача поиска кортежей (Tuple Search Problem, TSP) фор-
мулируется следующим образом:  

      Задача TSP.  Даны  целые числа wi, i=1,2,...,m  и W. Требуется сфор-
мировать такое множество  K кортежей, чтобы выполнялись условия:  

1. ∑∈ ≤Ii i Ww , где I – подмножество множества {1,2,...,m};                  
2. добавление любого элемента из I , не входящего в кортеж, нару-

шает  условие 1.  
Решение задачи TSP осуществлялось с помощью модифицированного 

алгоритма РА. Модификация заключается в том, что наряду с множествами 
Mi, i=1,2,...,m, которые находятся по алгоритму РА, строится множество 
кортежей K. Структурограмма модифицированного алгоритма РА (МРА) 
приведена на рис. 1.  

 
Алгоритм МРА 
Входные данные:  W , wi, i=1,2,...,m;  
Выходные данные: K – множество кортежей  

M0={0}, K=∅. 
 Для i=1,...,m выполнить 
Построение множеств Mi: 
Mi=∅; 
    для каждого целого числа w из Mi-1 выполнить: 
    добавить к Mi целые числа w и  w+wi, если w+wi≤ W и w+wi∉Mi  
Формирование множества кортежей K: 
    для каждого целого числа w из Mi-1 выполнить:  
    найти кортежи, состоящие из номеров тех чисел, которые       

вошли в сумму w+wi, если w+wi≤ W (кортежи находятся  
и в том случае, если число w+wi≤ W уже есть в Mi)  

   Найти wmax=  и соответствующие w
mMw
w

∈
max max кортежи из K.  

           
Рис. 1 – Структурограмма модифицированного алгоритма ре-

шения задачи 0-1 рюкзак (МРА) 
 
В работе разработан метод динамического перебора, в основу которо-

го положен алгоритм МРА. При решении задачи 1DBP в качестве чисел wi, 
i=1,2,...,m, и W  соответственно выступали  веса предметов и емкость одно-
мерного контейнера.  



 12
Идея  детерминированного метода динамического перебора (Dynamic 

Sorting, DS), предложенного в работе,  состоит в том, что строится множест-
во кортежей K по алгоритму МРА. Из кортежей этого множества формиро-
валось дерево вариантов упаковок, в котором вершины – емкость контейне-
ра, а ветви – кортежи. При этом путь от корня до листьев определяет одну 
из упаковок. В дереве осуществлялся поиск упаковки с минимальным коли-
чеством контейнеров. При этом может быть найдено множество различных 
вариантов упаковок с одним и тем же значением целевой функции, что по-
зволяет в случае необходимости выбирать наиболее приемлемое решение. 
           При решении задачи прямоугольной упаковки 1.5DBP в качестве 
чисел wi, i=1,2,...,m, и W  соответственно выступали  ширины прямоуголь-
ников и ширина полосы. При этом упаковка конечного набора прямо-
угольников мысленно разрезается  вертикальными резами, проходящими 
через правые стороны прямоугольников. В каждом вертикальном резе  
выделяется опорная грань - непрерывный отрезок в упаковке, параллель-
ный боковой стороне полосы, являющийся объединением левых верти-
кальных сторон, упакованных в полосу прямоугольников (см. рис.  2). На 
рис. 2 приведен пример упаковки с W=5, m=7, w= (1,2,3,4,3,1,2), 
l=(1,2,2,2,3,5,5), списком кортежей (5,7), (2,6), (1,3), (4). Опорные грани 
выделены  сплошными линиями. 

 
 

 

1

4
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5 

7 

2
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Рис. 2 –  Пример прямоугольной упаковки 
 
Идея метода DS для решения задачи 1.5DBP состоит  в поиске ло-

кальных минимумов в процессе упаковки прямоугольников для каждой 
длины опорной грани (см. рис. 2), а именно:  решалась задача локальной 
упаковки (Local Packing Problem, LPP). 

 Постановка задачи LPP формулируется следующим образом: необ-
ходимо найти miп y  при следующих условиях 

miysy zzw i
i

ii ,...,2,1   };1,0{  ,0  , =∈≥=+⋅∑ , 
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где  – ширина i-го прямоугольника, wi Ss∈ , S – множество длин опор-
ных граней, , если используется i-я ширина прямоугольника, и 

в противном случае.  
1=iz

0=iz
Для решения задачи LPP метод DS создает для каждой длины опор-

ной грани множество кортежей  и формирует дерево вариантов упаковок, в 
котором вершины – это длины опорных граней,  ветви – кортежи, а пути от 
корня дерева до листьев – прямоугольные упаковки. Среди полученных 
упаковок ищется упаковка с минимальным значением целевой функции 
(длиной занятой части полосы). При решении задачи 2DBP с помощью 
этого метода в дереве вариантов упаковок ищется упаковка с минималь-
ным количеством листов.  Структурограмма предложенного алгоритма 
DS для решения задач прямоугольной упаковки приведена на рис. 3. 
        

Алгоритм DS для решения задач 1.5DBP, 2DBP 
Входные данные: W – ширина полосы или листа; m - ,...,2,1 , ; =ilw ii

размеры прямоугольников 
Полагаем: текущая длина опорной грани   s=W 

 Процедура1. Построение множества кортежей K по алгорит-
му МРА для  каждой   длины опорной грани  

 Процедура 2. Формирование дерева вариантов упаковок для 
длины опорной грани s 

 Выбрать любую ветвь дерева - кортеж для длины опорной 
грани s и вычислить новую длину опорной грани для упа-
ковки следующих прямоугольников 

 

 Повторять до тех пор, пока не сформировано дерево вариан-
тов упаковок для всех длин опорных граней. 

     Процедура 3. Проход по дереву вариантов и поиск в нем ква-
зиоптимальной  упаковки  

 
Рис. 3 – Структурограмма алгоритма динамического перебора (DS) для ре-

шения задач прямоугольной упаковки 
 

В процессе построения прямоугольной упаковки может возникнуть  
ситуация, когда появляются «выступающие» прямоугольники в упаковке, 
что значительно ухудшает значение целевой функции. В работе предложена 
процедура перестройки, реализующая необходимую перестановку прямо-
угольников для частного случая – безотходной упаковки – на базе алгорит-
ма проверки планарности графа.  

С целью реализации процедуры перестройки фрагменту упаковки со-
поставляется неориентированный граф, названный графом упаковки (Pack-
ing Graph, PG). Вершинам этого графа соответствуют длины опорных гра-
ней, а ребрам – прямоугольники. Плоское изображение графа разбивает 
плоскость на две грани – внутреннюю и внешнюю.  
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Утверждение. Граф упаковки является планарным, и в его плоской 

реализации корневая вершина, висячие вершины и вершины, соответст-
вующие смежным прямоугольникам, расположены во внешней грани. 

Разработан алгоритм, сходный с  проверкой планарности графа, для 
определения искомого планарного расположения графа PG или факта его 
нереализуемости. Данный алгоритм представляет собой процедуру после-
довательного присоединения к некоторому плоскому подграфу графа цепи, 
оба конца которой принадлежат подграфу до тех пор, пока не будет полу-
чена плоская реализация графа. При этом  цепь разбивает одну из граней 
подграфа на две.  

В модифицированном алгоритме проверки планарности графа PG в 
качестве плоского начального подграфа выбирается цикл, содержащий 
корневую вершину, висячие вершины и вершины прямоугольников, кото-
рые желательно расположить рядом по длине для размещения очередного 
прямоугольника. Работа алгоритма продолжается до тех пор, пока не будет 
построена плоская реализация изоморфного графа, причем на каждом шаге 
процесса присоединения цепи к подграфу осуществляется контроль ука-
занных вершин внешней грани или присоединение цепи окажется невоз-
можным. В последнем случае плоская реализация графа с нужными свой-
ствами не существует.  

На рис. 4,а показан пример фрагмента упаковки, в котором жела-
тельно разместить рядом прямоугольники №2 и №15 для получения наи-
большей длины опорной грани, а на рис. 4,б показана упаковка, реализую-
щая это объединение путем применения  модифицированного алгоритма 
проверки планарности графа. Алгоритм разработан для безотходной упа-
ковки. Для его применения в общем случае вводятся фиктивные прямо-
угольники. 
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Рис. 4 – Пример работы модифицированного алгоритма проверки  
планарности графа упаковки 
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Экспериментальные исследования метода DS показали, что при 

возрастании количества предметов (m≥ 40) число кортежей во множест-
ве кортежей K резко возрастает, и не представляется возможным не 
только хранить все кортежи, но и осуществить проход по всем верши-
нам дерева вариантов.   

В связи с этим был разработан рандомизированный метод динами-
ческого перебора (Dynamic Sorting Randomized, DSR), который является 
вероятностной модификацией метода DS. 

Идея метода  DSR состоит в том, что  задача LPР  решалась с помо-
щью алгоритма MPА только для длины опорной грани s =W. Затем строи-
лось множество кортежей K, из которого  случайным образом формирова-
лось подмножество K`(p), мощность которого сверху ограничена пара-
метром Nk – максимально возможным количеством кортежей. При по-
строении подмножества K`(p) вводился параметр p∈ [0,1], определяв-
ший вероятность включения кортежа из K в подмножество K`(p): для 
каждого кортежа генерировалась псевдослучайная величина  p*, равно-
мерно распределенная на [0,1] и если она оказывалась меньше или равна  
p, то кортеж  включался в  K`(p), в противном случае – нет. Поскольку в 
подмножестве K`(p) должны также содержаться кортежи из одного эле-
мента вида {i}, i=1,…,m, то в этом случае p*=0. Далее, как в методе DS, 
формировалось дерево вариантов упаковок, в котором организовывался 
рандомизированный поиск кортежей для формирования упаковок и по-
иск в нем упаковки с минимальным значением целевой функции. При 
этом, как и в методе DS, могло быть найдено множество вариантов ква-
зиоптимальных решений. В методе DSR для поиска квазиоптимальных  
упаковок реализованы два способа прохода по дереву вариантов:  

• при полном проходе задается количество обрабатываемых вари-
антов упаковки, которое  равномерно распределяется между непосред-
ственными потомками корня дерева вариантов;  

• при быстром проходе в памяти не хранится дерево вариантов 
упаковки, поскольку количество обрабатываемых вариантов упаковки 
равно числу непосредственных потомков корня. 

При этом в обоих способах прохода по дереву вариантов при выборе 
пути от предка к одному из непосредственных потомков генерировалось 
псевдослучайное число от 1 до q, подчиненное равномерному закону рас-
пределения, где q – количество непосредственных потомков,  и выбиралась 
вершина, соответствующая этому числу.  Для сокращения перебора вари-
антов упаковки при проходе по дереву задаются ограничивающие перебор 
параметры:   – число обрабатываемых вариантов упаковки и  – чис-
ло обрабатываемых вариантов в каждой ветви дерева.  Если число обрабо-
танных вариантов в текущей ветви дерева становится равным , осуще-
ствляется переход к другой ветви дерева. Это приводит к обработке мно-

N var N v

N v
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жества различных областей дерева и расширению пространства поиска 
квазиоптимального решения.  

На рис. 5 приведена  структурограмма из основных процедур алго-
ритма DSR для решения задач 1.5DBP, 2DBP.  

 
Алгоритм DSR для решения задач 1.5DBP, 2DBP 
Входные данные: W – ширина полосы или листа; m - 
размеры прямоугольников 

,...,2,1 , ; =ilw ii

    Процедура 1. Создание подмножества K’ множества кортежей  
    Процедура 2. Построение дерева вариантов упаковок 

 Процедура  3. Обход  дерева вариантов и стохастический поиск   
в нем кортежей   для   формирования  квазиоптимальной  упа-
ковки        
Процедура 4. Формирование случайным образом упаковок без 
построения дерева вариантов упаковок 

 

Повторять до тех пор, пока не найдена квазиоптимальная упа-
ковка 

                    
Рис. 5 – Структурограмма алгоритма рандомизированного динамического 

перебора (DSR) 
 

Методы решения задачи параллелепипедной упаковки базируются на 
декомпозиции исходной задачи и сведении ее к задаче меньшей размерно-
сти путем разбиения упаковки на слои специальной структуры: на слои  по 
высоте   самого высокого предмета (на рис. 6 высота слоя  Hs1 ) и на час-
тичные слои – по высоте самого короткого предмета (на рис. 6 высота i-го 
частичного слоя упаковки - Hbi, i=1,…,5). Все множество предметов Ti,  
i=1,...,m,  обозначим через  P, множество упакованных предметов - Pu (в 
начальный момент Pu=0), множество предметов, которые еще предстоит 
упаковать - Pn,  Pu U Pn = P.  

 
          

Рис. 6 – Разбиение параллелепипедной упаковки на слои 



 17
 
Рассматривается модификация известного послойного алгоритма  
, который состоит в следующем:  высота hCNFD 1 предмета T1 определяет 

высоту Hs1 первого слоя в параллелепипеде, параллельного дну.  Затем,  
как  и  в задаче прямоугольной упаковки,  основание L·W параллелепипеда 
заполняется прямоугольниками li ·wi, являющимися основаниями предме-
тов  Ti,  по методу NFD («следующий подходящий с упорядочиванием») до 
тех пор, пока все предметы не будут упакованы или следующий предмет в 
последовательности Ti не станет невозможно упаковать в прямоугольник   
L · W. Если не все предметы упакованы, то слой закрывается, и аналогично 
определяется следующий слой высоты Hs2. Если все предметы из P упако-
ваны, то процесс завершается. Используемая высота контейнера Hu равна 
сумме высот определенных слоев.  

В работе разработан ряд методов параллелепипедной упаковки, в ко-
тором слои формируются с помощью метода динамического перебора, по-
зволяющего получить более плотную упаковку в рамках слоя, а также 
множество различных упаковок с одним и тем же значением целевой функ-
ции.  
         Метод на основе слойного алгоритма (СА). Основания слоев – пря-
моугольники представляются в виде s различных вертикальных слоев од-
ной и той же ширины W и длины  zk, k=1,…,s. Совокупности  вертикаль-
ных слоев отвечает список кортежей вида:   
    (1(k),2(k),…,m(k)); zk ,                                          (1) 
где = . Высота слоя устанавливается по высоте  самого высокого 

предмета.  Тогда задача упаковки слоев сводится к поиску списка  корте-
жей (1) по методу динамического перебора. При завершении упаковки сло-
ев контейнера список  (1) кортежей преобразуется в список оснований 
предметов, входящих в упаковку с их координатами. Координаты левого 
нижнего угла прямоугольника из кортежа получаются перебором всех 
прямоугольников в кортеже в результате последовательного сложения их 
ширины (координата x) и ширины самих кортежей (координата y). 

zk w ki
ki

)(
)(

min

        Метод на основе модифицированного слойного алгоритма (MСА). Для 
более плотного заполнения слоя Ss высоты  Hss,  он разбивается на частич-
ные слои  длины L, ширины W и высоты Hbk, Hbk=min(hi), k=1,…,b, где  b – 
количество частичных слоев  в рамках  слоя высоты Hss. При этом начало 
первого частичного слоя  совпадает с основанием параллелепипеда – пря-
моугольником L·W, который упаковывается по методу DS прямоугольни-
ками,  представляющими собой нижние грани предметов Ti∈Pn  до тех пор,  
пока не останется пространства для упаковки очередного предмета. Высота 
слоя Hss = max(hi), Ti∈Ss, а высота первого частичного слоя B1 вычисляется 
по формуле Hb1=min(hi), Ti∈BB1. Если  Pn =∅, то упаковка слоя на этом за-
канчивается, в противном случае осуществляется переход к упаковке осно-
вания k-го частичного слоя. Открывается следующий частичный слой BkB . 
Его заполнение сводится к двухмерной упаковке прямоугольников, пред-



 18
ставляющих собой нижние грани еще не упакованных параллелепипедов 
Ti∈Pn, в прямоугольник, представляющий собой верхнюю грань самого 
низкого предмета Thmin  частичного слоя BBk-1  с размерами Lk, Wk. При этом  
выбор  предметов Ti для упаковки осуществляется исходя из следующих 
условий: 

   hi + Hb1+...+Hbk <= Hss;                 (2) 
 
   li  <=  Lk, wi <= Wk.                           (3) 

Частичный слой BBk закрывается. Высота BkB  вычисляется по формуле 
Hbk = min ( hi-(Hb1+...+Hbk-1) ),  Ti∈BB, ,i=1,…,m; k=1,…s. 

Структурограмма из основных процедур метода MСА приведена на рис. 7. 
 

Алгоритм МСА 
Входные данные: li, wi, hi, i=1,…, m - размеры предметов; L, W – 
размеры основания параллелепипеда 

Процедура1. Упаковка 1-го частичного слоя 
Hss = max(hi), Ti∈Ss Hb1=min(hi), Ti∈BB1
Процедура 2. Упаковка k-го частичного слоя 
Hbk = min ( hi-(Hb1+...+Hbk-1) ),  Ti∈BBk

Процедура 3.  Формирование слоя: если Pn ≠∅, то повторить 
процедуру 2 для нового слоя BBk+1
Проверка условия завершения слоя: упаковка слоя Ss заканчи-
вается, когда все предметы упакованы, либо когда ни один 
предмет в рамках слоя уже не может быть упакован. 

                           
               Рис. 7 – Структурограмма предлагаемого алгоритма МСА 
 
         Метод на основе бесслойного алгоритма (БСА). Разработанный ме-
тод МСА обобщен на случай,  когда снимаются ограничения на высоту 
слоя Hss (см. условие 2). Для того чтобы в качестве основания для упаков-
ки частичного слоя всегда принимался прямоугольник максимально воз-
можной площади, разработан алгоритм, в котором вместо объединения 
доступных областей при поиске основания частичного слоя используется 
отсечение занятых участков. Пример работы алгоритма представлен на 
рис. 8, который демонстрирует эффективность применения алгоритма от-
сечения для поиска основания частичного слоя. 
 На рис. 8,а в качестве основания частичного слоя используются  
только верхние грани упакованных параллелепипедов. Высота упаковки 
равна 260 ед. 
 На рис. 8,б представлен результат упаковки с использованием алго-
ритма  отсечения для поиска  основания частичного слоя. Высота упаковки 
равна 200 ед. 
          Метод на основе модифицированного бесслойного алгоритма 
(МБА). В этом методе для каждого частичного слоя рассматривалось два 
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варианта упаковки: полученный методом динамического перебора и его 
симметричное отображение относительно центра основания частичного 
слоя.  

    
а б 

 
Рис. 8 – Иллюстрация работы предлагаемого алгоритма БСА 

 
В конце главы делается вывод о том, что разработанный унифициро-

ванный конструктивный метод динамического перебора, схема которого 
представлена на рис.  9,  позволяет на основе единого подхода эффективно 
решать различные задачи упаковки. 

Задача n-мерной (n=1,2,3) ортогональной 
упаковки ВРР 

Задача 
1DBP 

Задачи 
1.5DBP, 2DBP 

Задача 
3DBР 

Метод динамического 
перебора 

       

Модифицированный ал-
горитм решения задачи 

0-1рюкзак

  
Рис. 9 – Схема унифицированного метода решения задач  упаковки 

 
В третьей главе разработаны методы решения задач прямоугольной 

упаковки на базе конструктивной метаэвристики муравьиной колонии, а 
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такж

аэвристики муравьиной колонии. Основная идея алгоритма му-

уравьиной колонии. При 

е гибридный метод, основанный на алгоритме муравьиной колонии  и 
методе динамического перебора, позволяющие в случае необходимости 
учитывать технологические ограничения в виде тех или иных дефектов ма-
териалов.  
        Разработан  конструктивный метод для решения задач  1.5DBP, 2DBP   
на базе мет
равьиной колонии состоит в том, что на каждой итерации конечное число 
агентов – искусственных муравьев – строят допустимые решения задачи. 
Каждый агент строит решение, начиная с некоторого начального частично 
построенного решения, и на каждом шаге добавляет к нему компоненты 
решения, руководствуясь некоторым вероятностным правилом.  Компо-
ненты решения характеризуются уровнем феромона (численная характери-
стика компонента, показывающая, насколько часто данный компонент 
входил в лучшие решения на предыдущих итерациях алгоритма)  и эври-
стической информацией, характерной для решаемой задачи. Известны раз-
личные алгоритмы муравьиной колонии, лучшими из которых при реше-
нии ряда задач комбинаторной оптимизации признаны алгоритмы Ant Col-
ony System (ACS) и Max-Min Ant System (MMAS).  
          Разработан алгоритм решения задач прямоугольной  упаковки (Ant 
Colony Packing, ACP) на базе метаэвристики м
этом компонентом в алгоритме ACP является заданный прямоугольник с 
шириной w  и длиной l, а феромон (τij) наносится на последовательности из 
двух прямоугольников (i,j), i,j=1,2,…,m (m – заданное количество прямо-
угольников). Эвристическая информация для последовательности прямо-
угольников (i,j), где i – последний компонент, добавленный некоторым 
агентом в свое решение, а j – один из компонентов-кандидатов на добавле-
ние в решение, определяется как площадь прямоугольника j: lw jjj ⋅=η . 
Такой выбор эвристической информации способствует тому, что в первую 
очередь будут упаковываться прямоугольники больших размеро -
ритме ACP используются два правила изменения уровня феромона: поша-
говое правило изменения феромона и правило изменения феромона в конце 
итерации. При этом вводится  параметр p

в. В алго

gb, регулирующий нанесение фе-
ромона либо на компоненты рекордных решений, либо на компоненты 
лучших решений итерации,  pgb∈ (0,1).  

С целью получения более плотной упаковки прямоугольников разра-
ботан гибридный алгоритм  ACP-DSR на базе алгоритмов ACP и алгоритма 
форми

. Размеры прямо-
уголь

рования множества  кортежей методом динамического перебора 
DSR. В качестве компонентов решения в алгоритме  ACP-DSR выступают 
кортежи из номеров заданных прямоугольников.  

На примере рис. 10 показан результат работы гибридного алгоритма, 
в котором три агента строят решения  задачи 1.5DBP

ников заданы в табл. 1, ширина полосы W=5. Лучшее решение полу-
чено третьим агентом. При этом длина Lbest  занятой части полосы лучшей 
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упаковки Lbest = 9. В табл. 2 показаны кортежи, полученные с помощью ал-
горитма D

 
SR. 

Таблица 1 – Размеры исходных прямоугольников  

i 1 2 3 4 5 6 7 
 

wi 2 1 3 4 3 2 1 
li 5 5 3 2 2 2 1 

 
                      Таблица 2 – Кортежи, полученные алгоритмом DSR   

 
         Рис. 10 –  Результаты работы предлагаемого алгоритма ACP-DSR 

       В четвертой главе диссертации разработан высокопроизводительный 
конструктивный метод перебора с усечением для решения задач одномер-
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ной упаковки и метод на базе процедур метаэвристики имитация отжига, 
позволяющие решать задачи прямоугольного гильотинного раскроя боль-
шой размерности. 

 Разработан конструктивный  метод  перебора с усечением (Sorting 
with Truncating, ST) для решения задачи одномерной упаковки 1DBP,  в ко-
торо

дметов, входящих в 
этот к

м происходят направленные изменения частичного и построенного 
решения. Эти изменения  основаны на переборе различных вариантов упа-
ковки путем обмена предметов между контейнерами (разрешен обмен 
предмета из одного контейнера на один предмет из другого контейнера). 
Все множество вариантов обмена предметами сокращается за счет введе-
ния правил отсечения.  Вводятся следующие понятия: 

Резерв контейнера j, j=1,2,…,k (Container’s Reserve, CRj) – это раз-
ность между его размером и суммарной длиной пре

онтейнер. Если в упаковке есть хотя бы один контейнер  с отрица-
тельным резервом, то она является недопустимой (сумма длин предметов в 
каком-либо контейнере больше размера самого контейнера). 

Резерв упаковки (Packing’s Reserve, PR) – это сумма всех отрица-

тельны
k

х резервов контейнеров, входящих в упаковку, ∑
=

 

Разработанный метод ST состоит из трех основных процедур: 
ального варианта упаковки. Создается 

недоп ышает 
его дл

тсе
тем обмена 

предм

метов между контейнерами, в которых 
прису х

 

=
j

jCRPR
1

, где CRj, 

j=1,2,…,k – резерв  j-го контейнера. 

1. Процедуры построения нач
устимая упаковка (сумма весов предметов в контейнере прев
ину), в которой количество контейнеров равно  нижней границе N 0 , 

полученной с помощью задачи линейного программирования.  
2. Процедуры перебора вариантов упаковки на основе правил о -

чения. Создается новый вариант упаковки из предыдущего пу
етов между контейнерами, причем ряд вариантов отсекается с помо-

щью введения правил отсечения.  
Правила отсечения заключаются в следующем: рассматриваются 

только те варианты обмена пред
тствовал отя бы один контейнер с резервом CRj ≤ 0;  не рассматри-

ваются варианты обмена, в которых вес предмета из контейнера с отрица-
тельным резервом  меньше веса предмета из другого контейнера;  контей-
неры в упаковке упорядочиваются в зависимости от их резерва: сначала 
контейнеры с неотрицательным резервом по возрастанию, затем контейне-
ры с отрицательным резервом по убыванию;  предметы в контейнере упо-
рядочиваются по убыванию их веса. Если вес предмета i

 

1 из контейнера j1 с 
отрицательным резервом больше веса предмета i2 из другого контейнера j2, 
и резерв контейнера j2 после такого обмена стал отрицательным, а резерв j1 
– положительным, то нет необходимости рассматривать варианты обмена 
предмета i1 и предметов, которые находятся справа от предмета i2 в кон-
тейнере j2.  
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Для каждого варианта обмена вычисляется изменение резерва упа-

ковки и выбирается вариант с наибольшим изменением резерва. При этом 
вводи

ераций не удалось получить допустимую упаковку, то добав-

жига для 

а также результаты 

ла проведена серия чис-
ленны

Сер пре их гори в пе
 перебора DSR при решении задачи од-

номер

 в интервале [20,100]);  

 тесты названы «триплетами» (в каждый 
конте

– г) представлены 

тся параметр p – вероятность рассмотрения варианта обмена, p∈ 
[0,1]. Для каждого варианта обмена генерируется псевдослучайная величи-
на p*,  равномерно распределенная на [0,1]. Если p* превышает p, то вари-
ант обмена отсекается, иначе – вариант выбирается. С помощью выбранно-
го варианта обмена создается новая упаковка, которая проверяется на до-
пустимость.  
        3. Процедуры добавления контейнера в упаковку. Если через заданное 
количество ит
ляется новый пустой контейнер в упаковку, и обмен предметами возобнов-
ляется до тех пор, пока не будет получена допустимая упаковка.  
          Разработан эффективный метод SA-CP (Simulated Annealing  Cutting 
Packing) на базе основных  процедур метаэвристики имитация от
решения задач прямоугольного гильотинного раскроя. 
          В пятой главе рассматривается экспериментальное исследование 
эффективности разработанных методов и алгоритмов, 
их внедрения в виде программного обеспечения.   

Для оценки эффективности разработанного математического обеспе-
чения на основе известной методики Г. Вешера бы

х экспериментов. Кроме того, представлены  результаты экспери-
ментальных исследований разработанных алгоритмов для задач электрон-
ной библиотеки OR-library, размещенной на сайте 
http://mscmga.ms.ic.ac.uk/info.html.  

ия №1. Для о деления лучш параметров  ал тмо ребо-
ра с усечением ST  и динамического

ной упаковки (1DBP) проводился эксперимент, при котором дости-
галось бы хорошее поведение этих алгоритмов на большинстве задач. В 
качестве параметров алгоритмов DSR и  ST  выбраны: p – вероятность 
включения кортежей в подмножество кортежей K` для DSR и вероятность 
выбора варианта из множества вариантов обмена  предметов между кон-
тейнерами для ST;  k – число запусков алгоритма. Использовались 8 тесто-
вых наборов  библиотеки  OR-library, в каждом наборе было сгенерировано 
20 задач:  

• тест № 1–№ 4 (W=150; m=120, 250,500,1000; веса предметов рас-
пределены

• тест № 5–№ 8 (W=1000; m=60,120, 249,501; веса предметов распре-
делены в интервале [200,500]). Эти

йнер можно поместить ровно по три предмета), которые  считаются 
особенно трудными при поиске эффективных решений.  
          Выбирались следующие значения параметров: k=10, 100, 1000; 
p=0.05, 0.25. 0.5, 0.75, 1.00.  На рис. 11 на диаграммах а) 
(для тестов № 4 и № 6) средние для 20 задач отклонения z*полученных ал-
горитмами DSR и  ST  решений от нижней границы N LP , определенной с 

http://mscmga.ms.ic.ac.uk/info.html
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помощью решения задачи линейного программирования, кругленного до 
целого сверху. На основе результатов проведенного еримента сделан  
следующий вывод. Лучшие параметры для алгоритма ST:  k=1000 для всех 
тестов № 1–№ 8,  p∈[0.5, 1] для тестов № 1– № 4 и p=1, для тестов № 5–№ 
8. Лучшие параметры для алгоритма DSR:  p=0.75,   k=10 для тестов № 1– 
№ 4, p=1,   k=10 для естов № 5 – № 8.     
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Рис. 11 – Результат ного эксперимента  для задачи DBP: а – метод 

 для теста № 4; б метод DSR для теста № 4; в – метод для теста № 7;  

ктивности работы ебора DSR, алгоритма 

я за

ы числен
 – 

 1
ST ST

г – метод DSR для теста № 7 
        

 Серия №2. При решении задачи 1DBP также проводилось сравнение 
алгоритма динамического перэффе

перебора с усечением ST  и генетического алгоритма HGGA  (идея Э. Фол-
кенауэра)  на тестах № 5 – № 8  с лучшими значениями параметров. На 
диаграмме рис. 12 представлены значения средних отклонений z*, полу-
ченных алгоритмами DSR, HGGA и  ST  решений от нижней границы N LP , 
определенной с помощью решения задачи линейного программирования и 
округленного до целого сверху. Для экспериментального исследовани -
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дачи 1DBP использовалась методика генерации тестовых наборов, предло-
женная  Г. Вешером. Параметрами задачи 1DBP являются: m – размерность 
задачи (количество предметов); W – длина контейнера; ν1 – нижняя граница 
для весов предметов в отношении к длине контейнера, т.е. ωi≥ ν1 

.W, 
i=1,2,...,m; ν2 – верхняя граница для весов предметов в отношении к длине  
контейнера, т.е. ω

 
i≤ ν2 

.W, i=1,2,...,m. 
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Рис. 12 – Результаты эксперимента с DSR, ST, HGGA

Для эксп -
ты»,  предметы» и «малые и большие предметы». Проводилось 
сравн

 
ьтаты эксперимент ера  (1DBP): 

а – W =1000, m = 200, v1= 0.15; б – W =1000, m = 200, v1= 0.3 
 

С льной 
паковки 1.5DBP являлось сравнение алгоритма динамического перебора 

DSR, 

 
 

еримента использовались тестовые наборы: «малые предме
«средние
ение алгоритмов DSR, ST  и  HGGA.  На рис. 13а,б на диаграммах 

приведен результат эксперимента для трудного класса  задач «средние 
предметы» с параметрами:  v1=  0.15, 0.3; v2=0.4, 0.6; W=1000;  m=200. 

 

Рис. 13 – Резул а по методике Г. Веш

ерия №3. Целью эксперимента при решении задачи прямоуго
у

генетического классического алгоритма с блочным декодером 
GCA&BD и генетического классического алгоритма с улучшенным декоде-
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ром « ижний-левый»  GCA&IBL. Применялась методика Г. Вешера, про-
лонгированная для задач прямоугольной упаковки. Параметрами задачи 
1.5DBP являются: m– количество прямоугольников; W – ширина полубес-
конечной полосы; ν

н

1,  ν2 – нижняя и верхняя граница для ширины прямо-
угольников по отношению к  ширине полосы, соответственно; ω1, ω2–
нижняя и верхняя граница для длины прямоугольников по отношению к  
ширине полосы, соответственно. Были сгенерированы следующие классы 
задач: «малые предметы» (МП)  (ν1=0.05; ν2=0.1; ω 1=0.1; ω 2=0.15), «сред-
ние предметы» (СП) (ν1=0.25; ν2=0.35; ω1=0.35; ω2=0.45) и «малые и боль-
шие предметы» (МБП) (ν1=0.25; ν2=0.05; ω1=0.05; ω2=0.95). Для каждого 
класса было просчитано 50 примеров, количество запусков  k=10,    p=0.6, 
p – вероятность включения кортежа во множество кортежей K`. Результаты 
экспериментов приведены на рис. 14а – в. Критерием оценки этих алго-
ритмов выступал коэффициент раскроя (КРА) – процентное отношение 
суммарной площади всех заданных прямоугольников к площади затрачен-
ного материала. 
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Рис. 14 – Результаты эксперимента по методике Г.Вешера (1.5DBP):  

г  

93

94

95

96

97

98

99

100 250 500 750 1000 m

100
KRA, %

СП
МП
МБП



 27
а – «средние предметы» W=255; ν =0.25; ν =0.35; ω =0.35; ω =0.45;  

б -

     й 
упаковки  DSR на 

ача 2DBP на тестовых задачах  из библиотеки OR-library. При 

1 2  1  2

– «малые предметы»  W=255;ν1=0.05; ν2=0.1; ω 1=0.1; ω 2=0.15; в – «ма
лые и большие предметы» W=255;ν1=0.25; ν2=0.05; ω 1=0.05; ω2=0.95;  

г – метод DSR для решения задач большой размерности 
    Серия №4. Целью эксперимента при решении задачи прямоугольно

1.5DBP являлось выяснения качества работы алгоритма
задачах большой размерности (W=1000,  m=100, 250, 500, 750, 1000). Для 
этого использовались наборы «малые предметы», «средние предметы»  и 
«малые и большие предметы». Результаты экспериментов приведены на 
рис. 14 г.  
        Серия №5. Для исследования алгоритма муравьиной колонии ACP ре-
шалась зад
этом размеры листа во всех задачах равны 100×100. Для каждой задачи 
2DBP размерности m=40, 50, 100, 150, 250, 500, 1000 было сгенерировано 
по 10 примеров. При генерации использовались различные диапазоны раз-
меров прямоугольников (рассматривались 4 класса: «широкие прямоуголь-
ники», «длинные прямоугольники», «большие прямоугольники»). Размер 
прямоугольника из заданного класса определялся как реализация двух слу-
чайных величин с равномерным распределением в заданном диапазоне. 
Было сгенерировано три типа задач: тип 1 –  20% прямоугольников классов 
1–3, 40% прямоугольников класса 4; тип 2 – 15% прямоугольников классов 
1–3, 55% прямоугольников класса 4; тип 3 – 10% прямоугольников классов 
1–3, 70% прямоугольников класса 4. Результаты сравнивались с нижней 
границей (НГ), полученной   С.Фекет и  др. В алгоритме ACP использова-
лись следующие параметры: число агентов составило 30; минимальный 
уровень феромона на шаге τ 0 =0.01; минимальное значение феромона 
τmin =0.1; максимальное значение феромона τmax =10; α=1, β=2, (α, β – 
управляющие параметры алгоритма);  вероятность нанесения феромона на 

ие решения pлучш gb=0.5; коэффициент локал о испарения феромона 
ξ=0.01; коэффициент испарения феромона ρ=0.5; начальное значение фе-
ромона 

ьног

τ init =0.1. На рис. 15 показан срез экспериментов для задач третьего 
ипа, где алгоритм АСР показал лучшие результаты.  
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Рис. 15 – Сравнение результатов работы АСР на тестовых наборах 
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из  OR-library 

 
алгоритм SA-СР         Серия №6. Исследовался   на базе процедур имитации 

отжига для решения задачи гильотинного прямоугольного раскроя 1.5DCS. 
Для анализа алгоритма был проведен численный эксперимент на тестовых 
наборах: «большие прямоугольники» (m=60-1000, wi∈[0.45W, 0.5W], 
li∈[0.45W, 0.55W]), «узкие и длинные прямоугольники» (m=60–1000, 
w ∈[0.02W, 0.1W],  li i∈[0.4W, 0.5W]), «мелкие прямоугольники» (m=60 -1000, 
wi∈[0.02W, 0.1W], li∈[0.02W, 0.1W]), «триплеты» (m=60–1000, wi∈[0.3W, 
0.3 W],  l5 i∈[0.3W, 0.3 ]). При решении задачи гильотинного раскроя поло-
сы лучшие результаты были получены на классах «большие предметы»,  
«мелкие предметы» и  «триплеты» (КРА от 90 до 97%). 
 Серия №7. Выполнены численные эксперименты для анализа мето-
ов решения 3DBP

5W

д  задач параллелепипедной упаковки , параметры кото-
рой:  длина основания параллелепипеда L=150; ширина основания парал-
лелепипеда  W=100; количество предметов m=10; 20; 30; 40; 60; 80;  ниж-
нее ограничение длины предметов ν1 = 0.25;  верхнее ограничение длины 
предметов  ν2 = 0.4; 0.6; 0.8 (li ≥ v1L , li ≤ v2 L ,  i=1,...,m);  нижнее ограничение 
ширины предметов  ω1 = 0.25; верхнее ограничение ширины предметов  ω2 = 
0.4; 0.6 (wi ≥ ω1L , wi ≤ ω2 L ,  i=1,...,m); нижнее ограничение высоты предме-
тов η1 = 0.2;  верхнее ограничение высоты предметов   η2 = 0.25; 0.6 (hi ≥ η1L , 
li ≤ η2 L ,  i=1,...,m). Для каждого из этих классов было отобрано по 10 тесто-
вых примеров: мелкие предметы (ν1 = ω1  = 0,1; η1 = 0,2 и η2 = 0,25); средние 
предметы (ν1 = ω1  = 0,2; η1 = 0,2 и η2 = 0,25); разнородные предметы (ν1 = ω1  
= 0,1; η1 = 0,2 и η2 = 0,25). Для каждого класса задач было сгенерировано по 
10 тестовых примеров. В тестировании принимали участие алгоритмы: 
CNFD  (слойный алгоритм на базе алгоритма «следующий подходящий с 

дочиванием», Г. Шайтхауэр), СА (слойный алгоритм), МСА (моди-
фицированный слойный алгоритм), БСA (бесслойный алгоритм), МБA (мо-
дифицированный бесслойный алгоритм),  SABD (метод случайных пере-
становок), GABD (классический генетический алгоритм), EABD («наив-
ный» эволюционный алгоритм (1+1)-EA). Оценка эффективности алгорит-
мов оценивалась по КРА. На рис. 16 на диаграмме  приведены результаты 
тестируемых алгоритмов (поскольку алгоритмы CNFD , СА, МСА, БСA усту-
пали другим тестируемым алгоритмам, они не были включены в диаграм-
му). 

упоря
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Рис. 16 – Результаты работы  алгоритмов параллелепипедной упаковки  
        при решении   различных классов задач 

На основании проведенных численных экспериментов в работе сде-
ланы следующие выводы: 

1. Для задачи одномерной упаковки на рассматриваемых тестовых 
наборах из библиотеки тестовых задач OR-library при проведении экспе-
римента для тестовых наборов «средние предметы» алгоритмы ST и HGGA 
решили оптимально практически все задачи, алгоритм DSR решил опти-
мально 64% задач. Для тестовых наборов «триплеты» алгоритм ST решает 
оптимально практически все задачи, алгоритм DSR – 68% задач, HGGA 
решил оптимально только две задачи из 80.  

2. Для задачи прямоугольной упаковки в полосу результаты экспе-
римента  показали, что на наборах «средние предметы» коэффициент рас-
кроя КРА, полученный методом DSR, составил KРA от 98% до 99% и пре-
вышает коэффициент раскроя сравниваемых методов на 6–16%; на наборах 
«малые предметы» результаты DSR (KРA от 92% до 96%) также превыша-
ют KРA сравниваемых методов на 4–14%; на наборах «малые и большие 
предметы» метод DSR (KРA от 92% до 94%) уступает  алгоритму GCA&BD 
примерно на 1%. Для тестовых примеров большой размерности лучшие ре-
зультаты алгоритмом DSR были получены в классе «средние предметы», 
при этом  КРА составил от 95.58% до  99.58%. 

3. При тестировании алгоритма муравьиной колонии АСР анализ ре-
зультатов экспериментов показал, что средние отклонения  

%100(%) ×
Λ−

=
m

N
μ  решений N, полученных алгоритмом ACP для трех ти-

пов тестовых задач от нижней границы Λ ,  составляют: для задач первого 
типа μ =2.88 %; для задач второго типа μ =2.33 %; для задач третьего типа 
μ =1.59 %.  Алгоритм  ACP показал лучшие результаты для задач второго и 
третьего типа. При увеличении количества итераций  наблюдались улуч-
шения решений для ACP, однако время решения индивидуальной задачи 
заметно увеличивалось (в 1000 раз по сравнению с другими методами).  

4. При тестировании алгоритмов параллелепипедной упаковки в 
классах «мелкие» и «разнородные предметы» лучшие результаты показали  
MБА, GABD и EABD соответственно. Классы с «мелкими предметами» 
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наиболее эффективно были решены алгоритмами  MБА,  GABD. В классах, 
где имелись предметы со «средними» и «разнородными предметами», 
лучшим был алгоритм MБА (КРА - от 75% до 90%.), а в классе «мелкие 
предметы» – алгоритм GABD.  
          Предложенные методы и алгоритмы для решения задачи ортогональ-
ной n-мерной упаковки  BPP (n=1,2,3)  инвариантны к технологическим 
ограничениям, возникающим в единичном производстве.  Предложенные 
методы решения задачи одномерной упаковки применялись при решении 
задачи «Использование отходов по цехам» (ГУП УАП «Гидравлика»), что 
позволяет обеспечить экономию материалов и сокращение сроков при про-
ектировании планов упаковки деталей в составе автоматизированного ра-
бочего места технолога планово-заготовительного производства. Предло-
женные методы решения задачи параллелепипедной упаковки применя-
лись при упаковке железнодорожных платформ и вагонов разногабарит-
ными ящиками (ООО «Уралтехнопроект»), а также при размещении ящи-
ков с медикаментами и изделиями медицинского назначения на фармацев-
тическом складе (ООО «ВИВ-ФАРМ»). 

 
 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 
 
1. Поставлена и решена проблема разработки  методологической  ос-

новы нового направления унификации поиска  решений задач ортогональ-
ной упаковки на основе применения модифицированного псевдополино-
миального алгоритма решения задачи 0-1 рюкзак, что позволяет решать за-
дачу n-мерной упаковки (n = 1,2,3) в рамках единого метода. 
         2. Разработан  высокоэффективный конструктивный метод динамиче-
ского перебора для решения задач одномерной и прямоугольной упаковки 
в детерминированном и рандомизированном  вариантах, основанный на 
декомпозиции задачи на множество задач 0-1 рюкзак. Этот метод послу-
жил основой унификации решения задач ортогональной упаковки. Данный 
метод  для задачи одномерной упаковки показывает лучшие результаты в 
трудном классе задач «средние предметы» по сравнению с другими мето-
дами. При решении задач прямоугольной упаковки по сравнению с класси-
ческими генетическими алгоритмами рандомизированный метод динами-
ческого перебора превосходит их  на классах “средние предметы” и “малые 
предметы” (коэффициент раскроя от 96.4% до 99.4%). Для очень трудных 
задач (триплетов) прямоугольной  упаковки коэффициент раскроя предла-
гаемого метода составляет от 96.54% до 100%. Разработанные алгоритмы 
на основе этого метода позволяют сократить отходы материала в 2–3 раза. 
Показана эффективность применения метода динамического перебора для 
решения задачи упаковки параллелепипедов. Разработанные методы па-
раллелепипедной упаковки  на базе метода динамического перебора по 
сравнению с эволюционными алгоритмами позволяют улучшить коэффи-
циент раскроя, а, следовательно, и коэффициент использования материала 
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в  классах  «средние предметы» и «разнородные предметы» (до  5–15%). 
Кроме того, метод динамического перебора позволяет получать множество 
квазиоптимальных решений исходной задачи, что позволяет в случае необ-
ходимости выбирать лучшее приемлемое решение с учетом технологиче-
ских ограничений.  
       3. Разработан эффективный конструктивный метод перебора с усече-
нием на базе перебора различных вариантов упаковки путем обмена пред-
метов между контейнерами, что позволяет получать  рациональные реше-
ния задачи одномерной упаковки контейнеров без ограничений на размер-
ность задачи с минимальными затратами времени. Данный метод для ре-
шения задачи одномерной упаковки превосходит тестируемые методы по 
времени вычислений, причем  его результативность (достижение оптиму-
ма) близка к 100% при  количестве предметов от 20 до 1000 практически на 
всех классах задач. Рандомизированный метод динамического перебора  
превосходит результаты метода перебора с усечением лишь на наборах 
“средние предметы”.  
       4. Разработан эффективный метод решения задач прямоугольной упа-
ковки на базе конструктивной метаэвристики муравьиной колонии, успеш-
но применяемой для решения задач комбинаторной оптимизации. Как по-
казал численный эксперимент, проведенный на тестовых примерах из 
электронной библиотеки тестов для решения трудных задач комбинатор-
ной оптимизации, отклонение решений от нижней границы составило в 
среднем 2,23%.  Однако этот метод требует больших затрат времени и по-
этому значительно уступает методу динамического перебора. Разработаны 
эвристические алгоритмы с применением процедур  метаэвристики имита-
ция отжига для решения задач гильотинного прямоугольного раскроя, что 
позволяет получить рациональные решения для раскроя промышленных 
материалов в условиях единичного производства. Лучшие результаты по 
сравнению с тестируемыми методами, были получены в классах «большие 
предметы», «мелкие предметы», «триплеты» (КРА от 90.93% до 98.08%). 

5. Предложенные в работе теоретические положения для решения задач 
упаковки и раскроя промышленных объектов в условиях единичного про-
изводства реализованы в виде методик, алгоритмов и прикладного про-
граммного обеспечения в среде программирования Borland Delphi 3.0. Раз-
работанное программное обеспечение имеет развитый интерфейс и может 
использоваться как автономно, так и в составе комплексов программ упа-
ковки и раскроя. Результаты диссертационной работы приняты к внедре-
нию в виде алгоритмов, методик и программного обеспечения на ООО 
«Уралтехнопроект» (г. Екатеринбург), ООО «ВИВ-ФАРМ» (г. Москва), 
ГУП УАП «Гидравлика» (г. Уфа). Полученные в работе результаты ис-
пользуются в Уфимском государственном авиационном техническом уни-
верситете в  учебном процессе при выполнении курсовых и дипломных ра-
бот, в исследованиях аспирантов, а также отражены в учебном пособии, 
рекомендованном УМО по образованию в области экономики, статистики, 
информационных систем и математических методов.  
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