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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ИССЛЕДОВАНИЯ

Актуальность темы
Современные технические объекты, как правило, характеризуются значи-

тельной сложностью, наличием нескольких взаимосвязанных подсистем и ка-
налов управления. Подобная многосвязность характерна для многих объектов
машиностроения, электроэнергетики, транспорта, металлургической и химиче-
ской промышленности. В процессе исследования и построения качественных
систем управления такими объектами необходимо учитывать характер взаимо-
действия между отдельными подсистемами, для формального описания которо-
го используется понятие системного нуля.

Системный нуль представляет собой обобщение на многомерный случай
классического понятия нуля скалярной системы. Спектр системных нулей оп-
ределяет многие характеристики сложного динамического объекта, а также
тесно связан с такими его свойствами, как управляемость и наблюдаемость.
Именно от количества и расположения на комплексной плоскости системных
нулей динамического объекта зависит принципиальная разрешимость многих
задач управления, фильтрации и идентификации, а также свойства получаемых
решений (динамическая развязка каналов, синтез наблюдателей и слежение за
изменением командного сигнала при наличии возмущений, оптимальное управ-
ление с квадратичным критерием качества, обращение динамических систем).
Следовательно, при проектировании качественной системы управления много-
связным динамическим объектом необходимо определять и, при необходимо-
сти, корректировать спектр его системных нулей.

Повышение требований к качеству проектируемых систем автоматиче-
ского управления и, как следствие, необходимость рассматривать ранее не учи-
тываемые перекрёстные связи потребовало разработки методов синтеза много-
связных систем управления. Методы (в том числе и алгебраические) исследова-
ния и синтеза систем управления сложными динамическими объектами рас-
сматривались в работах А. Р. Гайдука, Н. Б. Филимонова, В. Ю. Рутковского,
В. В. Путова, В. Г. Крымского, Б. Н. Петрова, Б. Г. Ильясова, Г. Г. Себрякова,
В. И. Васильева, Н. И. Юсуповой, Г. Г. Куликова, С. Д. Землякова,
В. Н. Ефанова и др. Однако, существенным ограничением многих методов син-
теза многосвязных систем управления является то, что они применимы лишь к
минимально-фазовым динамическим объектам. Если объект является немини-
мально-фазовым, то приходится либо использовать более простые и менее со-
вершенные методы, либо снижать требования к качеству проектируемой систе-
мы управления. Одним из способов, позволяющих обойти указанные ограниче-
ния, является использование различных методов коррекции спектра системных
нулей на том этапе проектирования системы управления, когда неминимально-
фазовость объекта мешает достижению поставленной цели.

Впервые задача обеспечения требуемого спектра системных нулей ли-
нейного многосвязного динамического объекта (ЛМДО) была сформулирована
и решена Х. Х. Розенброком (H. H. Rosenbrock) в 70-х годах 20-го века. Однако,
предложенные им алгоритмы обладали рядом недостатков, поэтому работы в
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данном направлении были продолжены другими учёными. Разработке методов
вычисления и обеспечения требуемого спектра системных нулей были посвя-
щены работы В. Н. Букова, В. Н. Рябченко, М. Ш. Мисриханова, А. З. Асанова,
Е. М. Смагиной, А. В. Сорокина, А. Л. Фрадкова, A. G. J. MacFarlane,
W. M. Wonham, P. G. Antsaklis, B. Kouvaritakis, N. Karcanias и др.

Несмотря на значительный объем исследований в данной области, суще-
ствующие методы вычисления и обеспечения требуемого спектра системных
нулей являются недостаточно совершенными, характеризуются высокой слож-
ностью и трудоёмкостью, а также плохо поддаются автоматизации. Указанные
недостатки приводят к существенным сложностям при проектировании качест-
венных систем управления неминимально-фазовыми многосвязными техноло-
гическими объектами.

Таким образом, проблема разработки эффективных методов управления
многосвязными динамическими объектами с заданием спектра системных ну-
лей является актуальной.

Цель работы и задачи исследования
Цель исследования состоит в повышении эффективности управления

многосвязными динамическими объектами при наличии системных нулей.
Для достижения поставленной цели требуется решение следующих задач.
1. Разработка эффективного метода вычисления системных нулей ли-

нейного многосвязного динамического объекта.
2. Разработка методов формирования модели линейного многосвязного

динамического объекта, обеспечивающих требуемый спектр системных нулей.
3. Разработка методов формирования модели линейного многосвязного

динамического объекта, обеспечивающих требуемый спектр системных нулей
при наличии технических ограничений.

4. Разработка методов формирования обратной связи, обеспечивающих
требуемый спектр системных нулей несобственного линейного многосвязного
динамического объекта.

5. Разработка алгоритма аналитического синтеза системы управления
многосвязным динамическим объектом с требуемым спектром системных ну-
лей.

Методы исследования
Методы исследования базируются на положениях и методах линейной

алгебры, теории матриц, теории автоматического управления; в том числе опе-
рационное исчисление (преобразование Лапласа), технология канонизации мат-
риц для решения линейных (билинейных) матричных уравнений.

На защиту выносятся
1. Метод вычисления системных нулей линейного многосвязного дина-

мического объекта.
2. Методы формирования модели линейного многосвязного динамиче-

ского объекта, обеспечивающие требуемый спектр системных нулей.
3. Методы формирования модели линейного многосвязного динамиче-

ского объекта, обеспечивающие требуемый спектр системных нулей при нали-
чии технических ограничений.
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4. Методы формирования обратной связи, обеспечивающие требуемый

спектр системных нулей несобственного линейного многосвязного динамиче-
ского объекта.

5. Алгоритм аналитического синтеза системы управления многосвязным
динамическим объектом с требуемым спектром системных нулей.

Научная новизна
1. Новизна разработанного метода вычисления системных нулей линей-

ного многосвязного динамического объекта заключается в применении цикли-
ческой редукции матрицы Розенброка, приводящей к минимизации размерно-
сти решаемой задачи.

2. Новизна разработанных методов формирования модели линейного
многосвязного динамического объекта, обеспечивающих требуемый спектр
системных нулей, заключается в получении множества решений в аналитиче-
ской форме без использования специальных канонических форм или обработки
символьных матриц.

3. Новизна разработанных методов формирования модели линейного
многосвязного динамического объекта, обеспечивающих требуемый спектр
системных нулей при наличии технических ограничений, заключается в полу-
чении решения в виде матричных конструкций, имеющих наперед заданную
структуру или заданные значения части коэффициентов.

4. Новизна разработанных методов формирования обратной связи, обес-
печивающих требуемый спектр системных нулей несобственного линейного
многосвязного динамического объекта, заключается в способе расчёта коэффи-
циентов обратной связи, позволяющем свести задачу к управлению собствен-
ными значениями матрицы и решить её, используя методы модального управ-
ления.

5. Новизна разработанного алгоритма аналитического синтеза системы
управления многосвязным динамическим объектом с требуемым спектром сис-
темных нулей заключается в комплексном использовании предложенных в
данной работе методов анализа и синтеза требуемых матричных конструкций
для построения качественных систем управления.

Практическая ценность работы
Практическая ценность полученных результатов состоит в следующем:
· В разработанном алгоритме вычисления полного множества систем-

ных нулей, позволяющем проводить анализ особенностей структуры сложного
динамического объекта и учитывать их при выборе режимов работы и проекти-
ровании системы управления.

· В разработанных алгоритмах формирования модели линейного мно-
госвязного динамического объекта, обеспечивающих требуемый спектр сис-
темных нулей, позволяющих сократить время расчёта в 2-3 раза благодаря от-
казу от обработки символьных матриц, позволяющих формализовать требова-
ния к вновь проектируемым динамическим объектам и обеспечить для них воз-
можность построения качественной системы управления.

· В разработанных алгоритмах формирования обратной связи, обеспе-
чивающих требуемый спектр системных нулей несобственного линейного мно-
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госвязного динамического объекта и позволяющих добиться минимально-
фазовости без введения параллельного компенсатора или модификации модели
объекта.

· В разработанном алгоритме аналитического синтеза системы управ-
ления многосвязным динамическим объектом с требуемым спектром систем-
ных нулей, позволяющем проектировать качественные системы управления, в
том числе неминимально-фазовыми динамическими объектами.

Внедрение результатов диссертации осуществлено в разработках НТЦ
ОАО «Камский автомобильный завод (КамАЗ)» (г. Набережные Челны) в об-
ласти проектирования систем управления сложным технологическим оборудо-
ванием, в области проектирования бортовых систем управления и диагностики
автомобилей. Пакет прикладных программ для анализа и синтеза систем управ-
ления многосвязными динамическими объектами с учётом спектра системных
нулей используется в учебном процессе на факультете прикладной математики
и информационных технологий филиала КФУ в г. Набережные Челны.

Связь темы исследования с научными программами
Работа выполнена на кафедре прикладной математики и информатики

филиала КФУ в г. Набережные Челны в рамках грантов РФФИ № 08-08-00536,
№ 09-08-16000, № 11-08-00311, № 11-08-16026; в рамках г/б НИР
рег. № 01200952946, № 01201054781.

Апробация работы
Основные результаты настоящей диссертационной работы докладыва-

лись и обсуждались на следующих конференциях: Международная научно-
техническая конференция «Мехатроника, Автоматизация, Управление» (Санкт-
Петербург, 2008, 2010; Геленджик, 2009); X–XII Международная конференция
«Проблемы управления и моделирования в сложных системах» (Самара, 2008–
2010); VIII Международная конференция «Идентификация систем и задачи
управления» SICPRO’09 (Москва, 2009); II–III Всероссийская научная конфе-
ренция «Проектирование инженерных и научных приложений в среде MAT-
LAB» (Москва, 2004; Санкт-Петербург, 2007); Международная молодежная на-
учная конференция «XVI Туполевские чтения» (Казань, 2008); Республикан-
ская научная конференция «Наука, технологии и коммуникации в современном
обществе» (Набережные Челны, 2008–2010).

Публикации
По теме диссертации опубликованы 27 печатных работ, в том числе 9 ста-

тей, из них 8 – в изданиях, входящих в список ВАК, 18 публикаций в сборниках
трудов конференций.

Структура и объем работы
Диссертация состоит из введения, 4 глав, заключения, библиографическо-

го списка из 151 наименования и приложений. Основная часть работы (без биб-
лиографического списка и приложений) изложена на 154 страницах машино-
писного текста.
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении даётся общая характеристика работы: цель исследования,
актуальность решаемых задач, определяется научная новизна и практическая
ценность защищаемых результатов.

В первой главе рассмотрено понятие системного нуля, его свойства и
особенности использования при описании характеристик ЛМДО. Проведен об-
зор существующих методов вычисления и обеспечения требуемого спектра
системных нулей, выявлены их основные достоинства и недостатки. Сформу-
лирована цель исследования и задачи, решаемые в диссертационной работе.

Рассматривается ЛМДО, заданный системой уравнений:
; ,x Ax Bu y Cx Du= + = +& (1)

где nx RÎ , mu RÎ , sy RÎ  – векторы состояния, управления и выхода, , , ,A B C D -
числовые матрицы (если 0D ¹ , то объект будем называть несобственным).

Множество системных нулей объекта (1) составляют корни полинома,
являющегося наибольшим общим делителем тождественно не равных нулю
миноров матрицы Розенброка, получаемых последовательным вычёркиванием
всех строк и столбцов кроме n первых.

В общем случае множество системных нулей включает в себя множество
передаточных нулей (чисел, уменьшающих нормальный ранг передаточной
матрицы) и множество развязанных нулей (неуправляемые и/или ненаблюдае-
мые полюса). Если объект полностью управляем и наблюдаем, то множество
системных нулей совпадает с множеством инвариантных нулей (чисел, умень-
шающих нормальный ранг матрицы Розенброка) и передаточных нулей.

Известно, что расположение на комплексной плоскости системных нулей
ЛМДО определяет принципиальную разрешимость целого ряда задач управле-
ния, фильтрации и идентификации, а также свойства получаемых решений. По
этой причине при проектировании качественной системы управления необхо-
димо уметь вычислить и, если потребуется, изменить спектр его системных ну-
лей тем или иным способом.

Используемые в настоящее время методы вычисления и формирования
спектра системных нулей позволяют в основном решать поставленные задачи,
однако, обладают целым рядом существенных недостатков, затрудняющих их
практическое использование.

Вычисление системных нулей, как правило, сводится к полной проблеме
собственных значений, решение которой осуществляется с помощью известных
численных методов. При этом, особенно для сложных систем (мехатронные
объекты, электроэнергетические системы и т. д.), существенно возрастает раз-
мерность задачи и общее время расчёта. Даже использование аппарата канони-
зации матриц и введение матрицы связности позволяет снять проблему лишь
частично. Вместе с тем, анализ показывает, что во многих случаях теоретиче-
ски возможно дальнейшее понижение размерности.

Формирование спектра системных нулей осуществляется либо с помо-
щью параллельного компенсатора, либо введением обратной связи, либо изме-
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нением матрицы входа или выхода. Применение метода шунтирования сопря-
жено со значительными сложностями вычислительного характера и не всегда
реализуемо физически. Использование обратной связи для задания спектра сис-
темных нулей возможно лишь для небольшого класса объектов. Кроме того,
введение обратной связи только для изменения спектра системных нулей неце-
лесообразно, а методы управления и нулями, и полюсами ЛМДО просто отсут-
ствуют. Изменение матрицы входа или выхода для формирования спектра сис-
темных нулей является наиболее перспективным. Однако, известные методы,
реализующие данный подход, либо основаны на приведении к специальной ка-
нонической форме, либо требуют обработки символьных матриц, либо сводятся
к нахождению глобального минимума функции многих переменных.

Несовершенство рассмотренных методов существенно ограничивает их
практическое использование, что не позволяет во многих случаях осуществлять
синтез качественных систем управления ЛМДО. Следовательно, необходима
разработка новых, более совершенных методов вычисления и формирования
спектра системных нулей, которые позволили бы обойти ограничения сущест-
вующих методов синтеза и повысить эффективность управления техническими
(технологическими) объектами. Одним из возможных путей решения задачи
является использование нового математического аппарата – технологии кано-
низации матриц, позволяющей в рамках единого формализма решать матрич-
ные уравнения различной структуры и получать полное множество решений в
аналитической форме, а также условия его существования.

Во второй главе разработан циклический алгоритм вычисления систем-
ных нулей ЛМДО, основанный на использовании технологии канонизации мат-
риц. Получены соотношения, позволяющие свести задачу к вычислению собст-
венных значений специальным образом сформированной матрицы минималь-
ной размерности.

Вычисление системных нулей объекта (1) было разделено на два этапа:
вычисление инвариантных нулей и вычисление развязанных нулей (решением
задачи будет объединение полученных множеств).

Развязанные по входу нули формально определяются условием:
[ ]: rank norm rank dim( )di di

i ip p I A B pI A B Aé ù" - < - =ë û . (2)
Применение невырожденных преобразований и анализ ранговых харак-

теристик получаемых блочных матриц позволяет утверждать, что при замене
A A*® , B B*®  условие (2) будет по-прежнему определять развязанные по входу
нули, если введённые матрицы определяются выражением:

± ± ±; .
L R L R

L L L L L LA B B AB B B B AB* *= = - (3)
Здесь и далее для некоторой матрицы X  символами ° R

X  и ° L
X  обозначе-

ны, соответственно, правый и левый канонизаторы матрицы, а символами RX  и
LX  – правый и левый матричные делители нуля.

Осуществляя пересчёт по формуле (3) несколько раз, можно получить в
конечном итоге один из двух вариантов: матрица B*  станет нулевой (развязан-
ные по входу нули определяться как собственные числа матрицы A* ), или же её
ранг станет равен числу строк (развязанных по входу нулей нет).
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В силу неединственности делителей нуля можно при каждом пересчёте

получать хорошо обусловленную задачу. Кроме того, полученные результаты
могут быть использованы для вычисления развязанных по выходу нулей, для
чего необходимо лишь осуществить предварительную замену ; .T TA A B C= =
Наличие нулей, развязанных одновременно по входу и по выходу, может быть
проверено с помощью классической декомпозиции Калмана.

Если исходный объект вида (1) является несобственным, то вычисление
его инвариантных нулей может быть сведено к вычислению инвариантных ну-
лей собственного объекта, чьи матрицы определяются следующим образом:

; ; .R LA A BDC B BD C D C* * *= - = =% (4)
Если один из делителей нуля матрицы D  не существует, то задача сво-

дится к нахождению развязанных по входу или по выходу нулей.
Если и правый, и левый делитель нуля матрицы D  не существует (т. е.

она является квадратной обратимой), то сводный канонизатор 1D D-=%  и преоб-
разования (4) приводят к широко известной формуле Шура для определителя
блочной матрицы. В этом случае инвариантные нули объекта определяются как
собственные числа матрицы 1A BD C-- .

Сформулированные результаты позволяют получить оценку количества
инвариантных нулей несобственного объекта. Если rank( )m s D= = , то число ин-
вариантных нулей равно dim( )A . Если m s¹  и rank( ) min( , )D m s= , то число инва-
риантных нулей объекта не превосходит dim( ) rank( )

R
A BD-  (если m s> ) или

dim( ) rank( )
L

A D C-  (если m s< ). Если rank( ) min( , )D m s< , и матрица L R
D CBD  имеет

полный ранг, то число инвариантных нулей объекта не превосходит
dim( ) min(rank( ), rank( ))

R L
A BD D C- .

Если исходный объект является собственным, то его инвариантные нули
определяются как числа, уменьшающие нормальный ранг матрицы связности.
При этом сама матрица связности, после соответствующих преобразований,
может быть представлена в виде матрицы Розенброка некоторого объекта:

² ² ²

²

; ;

; .

L R L RL R L R L R L R L R L R

RL L R
L R L R L R L R L R L R

A B C B AC B C B B C B AC B C

C B C B AC B C D B C B AC B C

* *

* *

ì = =ï
í
ï = - = -î

(5)

Если одни из делителей нуля матрицы L RB C  не существует, то задача сво-
дится к нахождению развязанных по входу или по выходу нулей. Если оба де-
лителя нуля матрицы L RB C  не существуют, то инвариантные нули объекта оп-
ределяются как собственные числа матрицы ( ) 1L R L RB C B AC

- .
Циклическое применение формул (4) и (5) при нахождении спектра инва-

риантных нулей позволяет последовательно уменьшать размерность задачи,
сводя её к нахождению собственных значений некоторой матрицы или к нахо-
ждению развязанных по входу или по выходу нулей. Блок-схема предложенно-
го алгоритма представлена на рисунке 1.

Использование соотношений (3) – (5) позволяет построить эффективный
алгоритм расчёта, обеспечивающий минимизацию размерности задачи (она рав-
на количеству конечных системных нулей ЛМДО).
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Рисунок 1 – Алгоритм вычисления инвариантных нулей.

Предложенный алгоритм позволяет минимизировать размерность задачи
и существенно сократить время расчёта (особенно для сложных объектов).

В третьей главе разработаны методы формирования модели линейного
многосвязного динамического объекта, обеспечивающие требуемый спектр
системных нулей. Указанные методы позволяют получать полное множество
решений поставленной задачи, в том числе и при наличии ограничений.

На практике необходимыми свойствами модели ЛМДО являются управ-
ляемость и наблюдаемость (только для таких имеет смысл рассматривать и кор-
ректировать тонкие структурные свойства, характеризующие взаимодействие
каналов), поэтому спектры системных и передаточных нулей совпадают.

Формально потеря ранга передаточной матрицы при определённом зна-
чении комплексной переменной может быть записана следующим образом:

( ) 1

0 0t
i iC p I A BU

-
- = , (6)

где t
ip  – значение i -ого передаточного нуля ( 1,i m= ), 0iU  – не равный тождест-

венно нулю вектор-столбец.
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Записав для каждого значения передаточного нуля условие (6) и объеди-

нив их в систему, получим одно линейное матричное уравнение:
( ) ( ) ( )1 1 1

1 01 2 02 0... 0.t t tC p I A BU p I A BU p I A BUm m

- - -é ù- - - =ê úë û
(7)

Его решение в общем виде определяется выражением:

( ) ( ) ( )1 1 1

1 01 2 02 0...
L

t t tC p I A BU p I A BU p I A BUm mh
- - -é ù= - - -ê úë û

, (8)

где h  – произвольная матрица полного ранга соответствующей размерности.
Таким способом можно задавать не только расположение, но и количест-

во конечных передаточных нулей динамического объекта. Не умаляя общности,
рассмотрим объект с равным числом входов и выходов. Для него справедливо
соотношение n k m em- = + , где ,k e  – целые числа, 0k > , 0 e m£ < . Тогда объект
будет иметь m  передаточных нулей при равенстве нулю матриц CB , CAB , …,

2kCA B-  и наличии дефекта ранга матрицы 1kCA B- . По аналогии с (7) данное ус-
ловие можно записать в виде одного матричного уравнения:

( ) ( )1 12 1
1 01 0... ... 0k k t t

LC B AB A B A BM p I A BU p I A BUm m

- -- -é ù- - =ê úë û
. (9)

Его решение в общем виде определяется выражением:

( ) ( )1 12 1
1 01 0... ...

L
k k t t

LC B AB A B A BM p I A BU p I A BUm mh
- -- -é ù= - -ê úë û

, (10)

где LM  – матрица полного ранга размера n e´ .
Формулы для расчёта матрицы входа, обеспечивающей требуемый спектр

передаточных нулей, получаются путём небольшой модификации соотношений
(6) – (10), а для задания спектра передаточных нулей объекта с различным чис-
лом входов и выходов следует рассматривать 0iU  как матрицу.

Предложенный метод может быть использован и для формирования мо-
дели несобственного ЛМДО. В этом случае соотношение (6) запишется сле-
дующим образом:

( ) 1

0 0 0t
i i iC p I A BU DU

-
- + = , (11)

Записав условие (11) для каждого передаточного нуля, получим:
( ) ( )1 1

1 01 0 01 0... ... 0.t tC p I A BU p I A BU D U Um m m

- -é ù é ù- - + =ë ûê úë û
(12)

Обозначим
( ) ( )1 1

1 01 0... .t t
UF p I A BU p I A BUm m

- -é ù= - -ê úë û
Уравнение (12) имеет решение:

±
01 02 0...

L

U UC D U U U F Fm hé ù= - +ë û ,
где h  – произвольная матрица полного ранга соответствующей размерности,
если выполняется условие разрешимости:

01 02 0... 0
R

UD U U U Fmé ù- =ë û .
Если необходимо найти решение задачи в виде матричной конструкции,

обладающей определёнными свойствами, то можно воспользоваться следую-
щими доказанными в работе утверждениями.
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Утверждение 1: Для того чтобы передаточная матрица теряла ранг при

заданном значении t
ip , не совпадающим ни с одним из собственных чисел мат-

рицы A , достаточно выполнения условия 1( )
L

t
j iC p I A Bh -= - , где jC  – j -я строка

матрицы выхода, h  – тождественно не равный нулю вектор-строка соответст-
вующей размерности.

Утверждение 2: Для того чтобы передаточная матрица теряла ранг при
заданном значении t

ip , не совпадающим ни с одним из собственных чисел мат-

рицы A , достаточно выполнения условия 1( )
R

t
j iB C p I A h-= - , где jB  – j -й столбец

матрицы входа, h  – тождественно не равный нулю вектор-столбец соответст-
вующей размерности.

На основе приведённых утверждений может быть сформулирован общий
алгоритм формирования модели ЛМДО, обеспечивающий требуемый спектр
системных нулей.

1. Определить матрицы 1( )t
i iF p I A B-= - , 1,i m= .

2. Сгруппировать из матриц iF  блочные матрицы jF *  максимального раз-
мера, имеющие левый делитель нуля.

3. Сформировать k  строк матрицы C*  по формуле
L

j j jC V F* *= , 1,j k= .
4. Выбрать оставшиеся s k-  строк матрицы C* .
5. Сформировать искомую матрицу выхода C Ch *= , где h  – произволь-

ная обратимая матрицы.
Полученное выражение для матрицы выхода включает в себя неизвест-

ные вектора jV  и jC*  ( 1,j s k= - ), при условии 0jV ¹ , ( ) ( )rank min ,C B m s* = , а также
матрицу h . Задавая конкретные значения jV , jC* , h  можно получить одно из
множества решений поставленной задачи. При этом возможно наложение до-
полнительных ограничений на величину коэффициентов или структуру матри-
цы-решения. В этом случае полученная матрица выхода будет иметь заданные
или близкие к ним значения некоторых коэффициентов, один или несколько
нулевых столбцов (соответствуют переменным состояния, непосредственно на-
блюдать которые по физическим причинам невозможно или затруднительно),
заданные значения в одной или нескольких строках (некоторое количество вы-
ходов не может быть изменено по каким-либо причинам).

Приведённый выше алгоритм после некоторых модификаций позволяет
задавать спектр передаточных нулей путём изменения матрицы входа и при
проведении операции квадрирования, а также задавать спектр передаточных
нулей объекта с различным числом входов и выходов.

В четвертой главе разработаны методы формирования обратной связи,
обеспечивающие требуемый спектр системных нулей несобственного динами-
ческого объекта. Предложены алгоритмы расчёта коэффициентов статической
обратной связи по состоянию, обеспечивающие одновременную устойчивость и
минимально-фазовость замкнутой системы. Предложен алгоритм аналитиче-
ского синтеза системы управления ЛМДО с требуемым спектром системных
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нулей. На основе полученных теоретических результатов проведён расчёт мат-
рицы наблюдения, обеспечивающей построение астатического наблюдающего
устройства состояния и внешних возмущений в комбинированной САУ много-
связным техническим объектом.

Пусть ЛМДО вида (1) имеет равное количество входов и выходов, а оп-
ределитель его матрицы Розенброка не равен тождественно нулю. Обозначим
матрицу коэффициентов обратной связи K .

Если матрица D  является обратимой, то, обозначив 1A A BD C* -= - , можно
определить системные нули объекта как корни уравнения:

( )( )det 0pI A BK*- - = . (13)

Если матрица D  является квадратной, det( ) 0D =  и det 0
L RR L

BD D C
æ ö

¹ç ÷
è ø

, то

системные нули объекта можно определить как корни уравнения:
( )( )1 1 1det 0pI A B KC* * *- - = . (14)

Здесь

°( )
1

1

1

1 1

;

; .

L R L RR L R L

L R L R
R L R L

A BD D C BD A BDC D C

B BD D C BD B C D C

-

*

-

* *

ì æ ö
ï = -ç ÷
ï è ø
í

æ öï
= =ç ÷ï
è øî

(15)

Таким образом, при выполнении ряда условий процедура расчёта обрат-
ной связи, обеспечивающей требуемый спектр системных нулей ЛМДО, может
быть сведена к решению задачи модального управления по состоянию или по
располагаемому выходу (в случае, когда пара ( ),A B*  или ( )1 1,A B* *  является
управляемой). Для остальных вариантов в настоящее время не получено конст-
руктивных условий разрешимости задачи.

Полученные результаты могут быть использованы для расчёта обратной
связи, обеспечивающей требуемый спектр полюсов и системных нулей.

Если det( ) det( ) 0D D$ Ù ¹ , то с учётом соотношения (13) задача обеспечения
требуемых полюсов и системных нулей сводится к обеспечению требуемых по-
люсов двух объектов с помощью одного регулятора по состоянию.

Если det( ) det( ) 0 det 0
L RR L

D D BD D C
æ ö

$ Ù = Ù ¹ç ÷
è ø

, то с учётом соотношения (14)

можно сформулировать следующий алгоритм расчёта обратной связи, обеспе-
чивающий требуемый спектр полюсов и системных нулей.

1. По формулам (15) определить 1 1 1, ,A B C* * * .
2. Найти матрицу 1K , обеспечивающую заданные собственные числа

матрицы 1 1 1 1A B K C* * *-  (желаемые системные нули).
3. Найти матрицу 2K , обеспечивающую заданные собственные числа

матрицы 1 1 2

R
A BK BB K*- -  (желаемые полюса).

4. Найти искомую матрицу обратной связи 1 1 2

R
K K B K*= + .
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Обобщая полученные в работе результаты, можно сформулировать алго-

ритм аналитического синтеза системы управления ЛМДО с требуемым спек-
тром системных нулей. Блок-схема обобщённого алгоритма представлена на
рисунке 2.

Рисунок 2 – Блок-схема обобщённого алгоритма аналитического синтеза САУ.

Полученные в работе результаты были использованы при синтезе комби-
нированной МСАУ технологическим оборудованием, в частности, при выборе
матрицы наблюдения, обеспечивающей возможность построения астатического
наблюдателя внешних возмущений с заданной динамикой.

Особенностью проектируемой МСАУ технологическим оборудованием
(обрабатывающий центр) является управление по полному вектору состояния и
возмущающих воздействий. Применение подобной схемы позволяет обеспе-
чить эффективное управление, повысить быстродействие и динамическую точ-
ность. При этом для восстановления вектора внешних возмущений использует-
ся астатическое наблюдающее устройство, характеризующееся заданной дина-
микой процесса оценивания (непосредственное измерение внешних возмуще-
ний невозможно по техническим причинам).

Известно, что наличие неминимально-фазовых системных нулей по кана-
лу «возмущение – выход» не позволяет произвольным образом задавать дина-
мику процесса оценивания, так как синтезированное наблюдающее устройство
может при этом не обладать свойством робастности (грубости) – малые изме-
нения параметров приводят к неограниченному росту ошибки оценивания. Сле-
довательно, обязательным этапом построения астатического наблюдающего
устройства является вычисление системных нулей и, при необходимости, фор-
мирование такой матрицы наблюдений, которая бы обеспечивала отсутствие
неминимально-фазовых системных нулей по каналу «возмущение – выход».
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Применение разработанных методов и алгоритмов позволило сформиро-

вать матрицу наблюдений, обеспечивающую требуемый спектр системных ну-
лей, что, в свою очередь, позволило построить робастное астатическое наблю-
дающее устройство с заданной динамикой процесса оценивания. На рисунке 3
представлены результаты цифрового моделирования процессов оценивания
внешних возмущений для построенного астатического (а) и статического (б)
наблюдающих устройств.

а)      б)
Рисунок 3 – График ошибки оценивания внешних возмущений.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ ПО РАБОТЕ

1. На основе технологии канонизации матриц разработан метод вычис-
ления системных нулей ЛМДО, заключающийся в циклической редукции мат-
рицы Розенброка. Получены формулы пересчёта, позволяющие последователь-
но уменьшать размерность задачи и свести её к нахождению собственных зна-
чений специальным образом сформированной матрицы. Неединственность де-
лителей нуля в расчётных соотношениях позволяет формировать хорошо обу-
словленную систему уравнений и облегчает программную реализацию метода.

2. Разработаны методы формирования модели ЛМДО, обеспечивающие
требуемый спектр системных нулей путем изменения входной или выходной
матрицы, позволяющие получить множество решений в аналитической форме
без использования специальных канонических форм или обработки символь-
ных матриц. Указанные методы позволяют задавать количество конечных сис-
темных нулей и их расположение на комплексной плоскости.

3. Разработаны методы формирования модели ЛМДО, обеспечивающие
требуемый спектр системных нулей при наличии технических ограничений.
Сущность предлагаемых методов заключается в факторизации передаточной
матрицы и представлении матрицы входа или выхода динамического объекта в
виде совокупности делителей нуля второй матрицы-сомножителя при заданных
значениях комплексной переменной. Получаемые при этом матричные конст-
рукции могут иметь наперед заданную структуру или заданные значения части
коэффициентов. Предложенные методы могут быть использованы в том случае,
когда допускается изменение лишь части входной или выходной матрицы ди-
намического объекта, а также при проведении операции квадрирования.
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4. Разработаны методы формирования обратной связи, обеспечивающие

требуемый спектр системных нулей несобственного ЛМДО. Получены соотно-
шения, позволяющие свести исходную задачу к управлению собственными
значениями специальным образом сформированной матрицы и решить ее, ис-
пользуя методы модального управления. Предложенные методы позволяют
строить статическую обратную связь по состоянию, обеспечивающую как тре-
буемые системные нули, так и полюса несобственного динамического объекта.

5. Разработан алгоритм аналитического синтеза системы управления
многосвязным динамическим объектом с требуемым спектром системных ну-
лей. Сущность данного алгоритма заключается в предварительном исследова-
нии спектра системных нулей, коррекции неминимально-фазовости динамиче-
ского объекта путем применения одного из разработанных методов, и построе-
нии системы управления с использованием технологии вложения систем. При-
менение предложенного алгоритма позволяет обойти ограничения существую-
щих методов аналитического синтеза систем управления сложными техниче-
скими объектами и осуществлять проектирование качественных систем управ-
ления, в том числе и неминимально-фазовыми объектами.
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