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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Математические модели физических объектов и
процессов позволяет раскрыть суть явлений и предсказать дальнейшее поведе-
ние объекта исследования или процесса. В свою очередь, сутью обратных задач
является определение причин, которые привели к данному результату. Методы
обратных задач широко применяются в дефектоскопии и диагностике. В част-
ности, определение свойств механических систем по собственным частотам ко-
лебаний применяется в вибродиагностике. Зная собственные частоты можно не
только предсказать параметры закрепления объекта исследования, но и выявить
дефекты в его структуре.

Приведенные в диссертационной работе методы моделирования и реше-
ния имеют приложения в диагностике закреплений струн, кольцевых мембран,
канатов, проводов, тросов и т.д. Предлагаемый автором метод позволяет нахо-
дить не только параметры закреплений, но и их вид. В частности, метод позволя-
ет определить следующие виды закреплений: свободный край, упругое, жесткое
закрепление и всевозможные комбинации этих закреплений. Также предложен
метод нахождения параметра растягивающей силы в случае, когда струна ко-
леблется под действием переменной силы натяжения. Результаты исследования
обратной задачи динамики струны с переменным натяжением имеют приложе-
ния в исследовании динамики всевозможных растяжек, канатов, тросов, строп,
шлангов и т.д. Кроме того, в диссертации рассмотрена задача о разрушении
трубопровода. Предложена простейшая модель, основанная на моделировании
трубопровода стрежнем, по свободному концу которого ударяют грузом. Полу-
чены соотношения позволяющие определить параметры удара, такие как длина
стрежня, момент удара, масса ударяющего груза и его скорость. Для раннего ди-
агностирования повреждений трубопроводов предложена схема использования
систем глобального позиционирования и тензодатчиков, встроенных в трубо-
провод изначально.

Целью данной работы является идентификация видов краевых условий
и переменного натяжения струн методами численного моделирования, а также
определение этими методами времени удара по стержню, длины стержня, массы
ударяющего груза и его скорости.

Для достижения поставленной цели в диссертационной работе сформу-
лированы следующие задачи:

1. Математическое моделирование идентификации видов краевых условий
и переменного натяжения струн, а также определение времени удара по
стержню, длины стержня, массы ударяющего груза и его скорости с помо-
щью краевых задач с дифференциальными уравнениями второго порядка
(п.1 паспорта специальности 05.13.18).
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2. Развитие численных методов решения задач идентификации видов краевых
условий и переменного натяжения струн, а также идентификации времени
удара по стержню, длины стержня, массы ударяющего груза и его скорости
(п.4 паспорта специальности 05.13.18).

3. Создание комплекса программ для решения этих задач идентификации (п.8
паспорта специальности 05.13.18).

Методы исследования. Предложены новые методы идентификации ви-
дов краевых условий, основанные на соотношениях Плюккера, методы иссле-
дования переменного натяжения струн, а также методы определения времени
удара по стержню, длины стержня, массы ударяющего груза и его скорости.

Использованы методы спектральной теории дифференциальных уравне-
ний, методы теории обратных и некорректных задач, асимптотические формулы
бесселевых функций, многокомпонентный анализ для исследования сходимости.
Для реализации построенных численно-аналитических алгоритмов использова-
лась среда программирования Lazarus и математический пакет Maple.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Метод моделирования граничных условий для задачи идентификации вида

и параметров закрепления механических систем, основанный на представ-
лении коэффициентов граничных условий в виде матрицы, определяемой с
точностью до линейных преобразований строк.

2. Аналитический метод, позволяющий идентифицировать вид и параметры
закреплений струн и кольцевых мембран по собственным частотам колеба-
ний с использованием условий Плюккера.

3. Для задачи о колебании струны с переменным натяжением предложен но-
вый метод идентификации закона изменения растягивающей силы по изме-
нению амплитуды или длины волн.

4. Предложена простейшая математическая модель разрушения трубопрово-
да (под водой), и на основе этой модели решена задача приближенного
определения места, времени прорыва, а также его масштабов по показани-
ям тензодатчика, изначально встроенного в трубопровод. (В этой модели
трубопровод моделируется стержнем, по торцу которого совершен удар.
Колебания трубопровода моделируются продольными колебаниями стерж-
ня, место прорыва моделируется длиной стержня. «Масштабы разрушения»
определяются массой и скоростью «груза», которым нанесен удар).

5. Комплекс программ для решения изучаемых задач идентификации.

Научная новизна:
1. Предложена математическая модель краевых условий в виде матрицы,

определяемой с точностью до линейных преобразований строк. На осно-
ве предложенной модели решена задача идентификации закреплений струн
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(с точностью до перестановок местами ее концов) и кольцевых мембран
по двум (трем) собственным частотам колебаний, которая отличается от
ранее решенных задач тем, что определяются не только параметры, но и
вид краевых условий. Кроме того, впервые условие Плюккера используется
непосредственно для нахождения самого решения, а не для доказательства
корректности. Разработана программа для численных расчетов. Методами
фильтрации численных результатов показана устойчивость и сходимость
метода.

2. Решена задача идентификации краевых условий струны по двум соб-
ственным значениям. Найдены решения в случае, когда в задаче Штурма-
Лиувилля потенциал 𝑞(𝑥) = 0 и в случае, когда 𝑞(𝑥) ̸= 0 и симметричен.
Показано, что если потенциал 𝑞(𝑥) симметричен (𝑞(1−𝑥) = 𝑞(𝑥)), то метод
решения задачи идентификации совпадает с методом решения без потенци-
ала.

3. Предложена математическая модель колебания струны с переменным натя-
жением при больших временах. Получено решение задачи идентификации
переменной силы натяжения по амплитудам колебания струны, которая ра-
нее не была решена.

4. Предложена простейшая математическая модель разрушения трубопровода
(под водой), и на основе этой модели впервые решена задача приближенно-
го определения места, времени прорыва, а также его масштабов по показа-
ниям тензодатчика, изначально встроенного в трубопровод. (В этой модели
трубопровод моделируется стержнем, по торцу которого совершен удар.
Колебания трубопровода моделируются продольными колебаниями стерж-
ня, место прорыва моделируется длиной стержня. «Масштабы разрушения»
определяются массой и скоростью «груза», которым нанесен удар).

5. На основе предложенных моделей реализованы эффективные численные
методы решения соответствующих задач идентификации, а также состав-
лены соответствующие комплексы программ. Доказана сходимость полу-
ченных решений методами многокомпонентного анализа. Фильтрация чис-
ленных результатов экстраполяционной формулой Ричардсона показала хо-
рошую сходимость решений.

Практическая и теоретическая значимость диссертационный работы.
Решение задачи идентификации закреплений механических систем по собствен-
ным частотам колебаний имеет приложения в вибродиагностике. Применение
предложенного метода дает возможность диагностирования недоступных для
визуального осмотра закреплений струн, мембран, и т.д. Особенность решения
заключается в том, что для идентификации используется не весь спектр соб-
ственных частот, а лишь его часть. Также полученные результаты имеют при-
ложения в виброзащите для ухода от резонансных частот. Решение обратной
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задачи о колебании струны с переменным натяжением имеет многочисленные
применения, например, в изучении динамики всевозможных растяжек, тросов,
канатов, строп, шлангов и т. д. Предложенная простейшая модель разрушения
трубопровода может быть применима для раннего диагностирования прорыва
трубопровода, проложенного под водой. Данная задача становиться особенно
актуальной, когда труба проложена на большой глубине, и кроме этого присут-
ствуют подводные течения, затрудняющие поиск места прорыва и его масштабы.

Достоверность изложенных в работе результатов обеспечивается строго-
стью их аналитических доказательств. Численные алгоритмы апробированы на
известных решениях других авторов.

Апробация диссертационной работы.
Основные результаты диссертации докладывались на следующих конфе-

ренциях: Third Congress of the World Mathematical Society of Turkic Countries
(Almaty: al-Farabi Kazakh National University, 2009), международная школа-
конференция для студентов, аспирантов и молодых ученых "Фундаментальная
математика и её приложения в естествознании"(г.Уфа, БашГУ, 2009, 2010, 2012,
2014), всероссийская научно-практическая конференция "Прикладная информа-
тика и компьютерное моделирование"(г. Уфа, БГПУ им. М. Акмуллы, 2012),
международная научно-практическая конференция с элементами научной шко-
лы для молодых ученых "48-е Евсевьевские чтения посвященная 50-летию ин-
ститута «Математика. Физика. Информатика» (г. Саранск, Мордов. гос. пед. ин-
т., 2012), V Российская конференция с международным участием «Многофаз-
ные системы: теория и приложение», посвященной 20-летию со дня основания
Института механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН (г. Уфа, 2012), междуна-
родная научная конференция "Дифференциальные уравнения и смежные про-
блемы"(г. Стерлитамак, 2013), всероссийская молодежная научно-практическая
конференция "Актуальные вопросы науки и образования"(г. Уфа, 2013), II все-
российская научно-практическая конференция с международным участием "Ма-
тематическое моделирование процессов и систем"(г. Стерлитамак, 2013), все-
российская научная конференция "Инновационный потенциал молодежной на-
уки"(г.Уфа, 2013), международная конференция «Спектральная теория и диф-
ференциальные уравнения», посвящённая 100-летию Б. М. Левитана (г.Москва,
2014), II международная научно-практическая конференция «Современные про-
блемы науки и образования в техническом вузе» (г. Стерлитамак,2015 г.), XI все-
российский съезд по фундаментальным проблемам теоретической и прикладной
механики (Казань, 2015 г.).

Диссертационная работа была выполнена при поддержке грантов № 14-
01-00740-а (РФФИ) «Взаимодействие упругой и гидродинамической неустойчи-
востей», 2014 г.; № 14-01-97013-р_поволжье_а (РФФИ) «Динамические модели
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стержней, балок, валов с локальными повреждениями: прямые и обратные за-
дачи», 2014 г.; № 14-01-97010-р_поволжье_а (РФФИ) «Обратные спектральные
задачи и акустическая диагностика механических систем и неоднородных сред»,
2014 г.

Личный вклад. В совместных публикациях А.М. Ахтямову принадле-
жит постановка задач, а И.М. Утяшеву – построение математических моделей;
разработка аналитических и численных методов решения поставленных задач, а
также создание комплексов программ.

Публикации. Основные результаты опубликованы в работах [1] – [23], 4
из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК, 2 — зарегистрированные
программные продукты, 17 — материалы конференций.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырех
глав и заключения. Полный объем диссертации 107 страниц текста с 31 рисун-
ками и 6 таблицами. Список литературы содержит 104 наименования.

Содержание работы
Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в

рамках данной диссертационной работы, формулируется цель, ставятся задачи
работы, сформулированы научная новизна и практическая значимость представ-
ляемой работы, излагается описание диссертации по главам.

Первая глава посвящена обзору научной литературы по изучаемой про-
блеме. Здесь также затрагиваются некоторые вопросы математического модели-
рования, вводятся понятия о прямых и обратных задачах.

Вторая глава посвящена задачам идентификации видов и параметров
граничных условий по собственным частотам колебаний.

Рассматриваются поперечные колебания струны, описываемые уравнени-
ем

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢, (1)

с краевыми условиями на левом и правом концах:

𝑏11𝑢𝑥(0, 𝑡)− 𝑏12𝑢(0, 𝑡) = 0, (2)

𝑏23𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝑏24𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, (3)

где 𝑞(𝑥) ∈ C∞[0, 𝑙], 𝑥, 𝑞(𝑥) ∈ R , а коэффициенты 𝑏𝑖𝑗 – неотрицательны. В за-
висимости от значений коэффициентов 𝑏11, 𝑏12, 𝑏23, 𝑏24 можно получить жесткое,
упругое или свободное закрепление на каждом из концов струны.

Прямой задачей будем называть задачу определения собственных ча-
стот колебаний струны, если известен вид краевого условия и параметры 𝑏11,
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𝑏12, 𝑏23, 𝑏24. А под обратной задачей будем понимать задачу идентификации ви-
да краевых условий и параметров 𝑏11, 𝑏12, 𝑏23, 𝑏24 по известным собственным
частотам.

Разработан модифицированный метод миноров, для применения которого
прямая и обратная задача сформулированы в терминах задачи Штурма-Лиувилля
и характеристического определителя.

После замены 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑦(𝑥) cos𝜔𝑡, из (1) имеем −𝜔2𝑦(𝑥) cos𝜔𝑡 =

𝑎2𝑦′′(𝑥) cos𝜔𝑡 − 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) cos𝜔𝑡. Отсюда после введения новых обозначений
𝜉 = 𝑥/𝑙 и 𝜆2 = 𝜔2𝑙2

𝑎2 получаем прямую задачу в терминах задачи Штурма-
Лиувилля:

− 𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝜆2𝑦, (4)

𝑈1(𝑦) = 𝑎11𝑦
′(0)− 𝑎12𝑦(0) = 0, (5)

𝑈2(𝑦) = 𝑎23𝑦
′(1) + 𝑎24𝑦(1) = 0, (6)

где 𝑎11 = 𝑏11/𝑙, 𝑎12=𝑏12, 𝑎23 = 𝑏23/𝑙, 𝑎24 = 𝑏24.
Матрица (матрица краевых условий), состоящая из коэффициентов крае-

вых условий 𝑎𝑖𝑗 форм 𝑈1(𝑦), 𝑈2(𝑦), обозначена через 𝐴:

𝐴 =

(︃
𝑎11 𝑎12 0 0

0 0 𝑎23 𝑎24

)︃
. (7)

Решение прямой задачи представляется в виде характеристического опре-
делителя, нулями которого являются собственные значения задачи (5) – (6):

Δ(𝜆) = 𝐽13𝑓13(𝜆) + 𝐽14𝑓14(𝜆) + 𝐽23𝑓23(𝜆) + 𝐽24𝑓24(𝜆) = 0, (8)

где через 𝐽𝑖𝑗 = det

(︃
𝑎1𝑖 𝑎1𝑗
𝑎2𝑖 𝑎2𝑗

)︃
обозначен определитель, составленный из 𝑖-го

и 𝑗-го столбцов матрицы краевых условий 𝐴. При 𝑞(𝑥) = 0, коэффициенты 𝑓𝑖𝑗
равны 𝑓13 = 𝜆 sin𝜆, 𝑓14 = 𝑓23 = − cos𝜆, 𝑓24 = − sin𝜆

𝜆 , а в случае когда потенциал
𝑞(𝑥) ̸= 0 коэффициенты 𝑓𝑖𝑗 вычисляются по формулам:

𝑓13 = 𝑦′1(0)𝑦
′
2(1)− 𝑦′2(0)𝑦

′
1(1), 𝑓14 = 𝑦′1(0)𝑦2(1)− 𝑦′2(0)𝑦1(1),

𝑓23 = 𝑦2(0)𝑦
′
1(1)− 𝑦1(0)𝑦

′
2(1), 𝑓24 = 𝑦2(0)𝑦1(1)− 𝑦1(0)𝑦2(1),

где 𝑦1, 𝑦2 – фундаментальная система решений уравнения (4). Причем, 𝑦1, 𝑦2
являются целыми функциями по 𝜆 при каждом фиксированном 𝑥.

Следует отметить, что в случае когда потенциал 𝑞(𝑥) симметричен, метод
решения задачи идентификации не отличается от метода решения без потенци-
ала. Отличие заключается только в виде линейно независимых решений. Для
случая 𝑞(𝑥) ̸= 0 линейно независимые решения представляются в виде ряда
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Тейлора по 𝑥 и 𝜆, а для случая 𝑞(𝑥) = 0 в виде синусов и косинусов (см. выше).
Далее будем рассматривать только симметричный случай 𝑞(1− 𝑥) = 𝑞(𝑥).

Обратную задачу - задачу идентификации краевых условий по собствен-
ным частотам - в терминах функции (8) можно сформулировать следующим об-
разом: коэффициенты 𝑎𝑖𝑗 матрицы 𝐴 неизвестны; ранг матрицы 𝐴 равен двум;
известны корни 𝜆𝑘 характеристического определителя (8). Требуется иденти-
фицировать матрицу A с точностью до линейных преобразований строк.

Показано, что матрицу краевых условий можно представить с помощью
ее миноров. В частности при условии, что 𝐽13 ̸=0

𝐴 =

(︃
1

0

𝐽23/𝐽13
0

0

𝐽13

0

𝐽14

)︃
. (9)

Таким образом, если для матрицы краевых условий 𝐴 найти ее определители
𝐽13, 𝐽14, 𝐽23, 𝐽24, то легко находится сама матрица, а значит и краевые условия.

Теорема 1 (соотношение Плюккера). Для того чтобы набор чисел 𝐽13,
𝐽14, 𝐽23, 𝐽24 являлся набором определителей второго порядка некоторой мат-
рицы размера 2х4 и ранга 2 необходимо и достаточно, чтобы выполнялось со-
отношение 𝐽13𝐽24 − 𝐽23𝐽14 = 0, называемое соотношением Плюккера.

Теорема 2 (о двойственности решения). Пусть 𝜆1, 𝜆2 являются соб-
ственными значениями задачи (4)-(6), ранг матрицы 𝐹 равен 2. Тогда задача
идентификации краевых условий имеет два решения, которые представляются
в явном виде в терминах определителей 𝐹𝑖𝑗 , где

𝐹 =

(︃
𝑓13(𝜆1) 𝑓14(𝜆1) 𝑓24(𝜆1)

𝑓13(𝜆2) 𝑓14(𝜆2) 𝑓24(𝜆2)

)︃
, (10)

а 𝐹𝑖𝑗 – определитель, получаемый из 𝐹 вычеркиванием столбца с элементом
𝑓𝑖𝑗(𝜆𝑘).

Далее показывается, что миноры матрицы 𝐴 определяются двойственным
образом в следующем явном виде:

𝐽13 = 𝐹13𝑡, 𝐽14 =
𝑡

2

(︂
−𝐹14 ∓

√︁
𝐹 2
14 − 4𝐹13𝐹24

)︂
,

𝐽23 =
𝑡

2

(︂
−𝐹14 ±

√︁
𝐹 2
14 − 4𝐹13𝐹24

)︂
, 𝐽24 = 𝐹24𝑡, (11)

где 𝑡 ̸= 0 произвольное число. Подставив эти решения в (9) получим две матри-
цы 𝐴. Методами фильтрации численных результатов продемонстрирована хоро-
шая сходимость метода при точности входных данных порядка 10−6.

Приведены соответствующие примеры и контрпример, показывающий
существенность условия теоремы (rank𝐹 = 2).
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Показана применимость данного метода к задаче идентификации гранич-
ных условий для кольцевой мембраны.

Для решения задач идентификации разработаны программы на языке
Maple. Для удобства пользователя все вычисления проводятся с помощью про-
цедур, результаты выводятся в конце всех процедур в виде списка, в коде про-
граммы приведены описания алгоритмов.

Третья глава посвящена задаче идентификации параметра силы натяже-
ния по изменению амплитуды или длин волн.

В зависимости от заданного закона изменения по времени силы натя-
жения изучаются режимы поперечных колебаний струны. Один конец ее непо-
движно закреплен, на другом приложена указанная сила.

Уравнение поперечного движения струны имеет вид

𝜌𝐹
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
−𝑁

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 0, 0 < 𝑥 < 𝐿, (12)

где 𝑥, 𝑡, 𝑤– координата вдоль струны, время, отклонение от прямой линии, 𝜌, 𝐹 ,
𝐿 – плотность, площадь поперечного сечения и длина струны. Сила натяжения
𝑁 принимается в виде

𝑁 = 𝑁0(𝑡/𝑡0)
𝛼, (𝛼 > −1) (13)

где 𝑡0 – время, когда сила 𝑁 достигает значение 𝑁0.
Вводя обозначения 𝜉 = 𝑥/𝐿, 𝜏 = 𝑡/𝑡0, 𝑢 = 𝑤/𝐿, 𝑡0 = 𝐿

√︀
𝜌𝐹/𝑁0, из (12),

(13) получаем
𝜕2𝑢

𝜕𝜏 2
− 𝜏𝛼

𝜕2𝑢

𝜕𝜉2
= 0, 0 < 𝜉 < 1. (14)

Граничные и начальные условия
𝑢(0, 𝜏) = 0, 𝑢(1, 𝜏) = 0, (15)

𝑢(𝜉, 0) = 𝜙(𝜉),
𝜕𝑢

𝜕𝜏
(𝜉, 0) = 𝜓(𝜉). (16)

Решение задачи (14) – (16) известно и представляется в виде:

𝑢(𝜉, 𝜏) =
√
𝜏

∞∑︁
𝑘=1

[︁
𝐴𝑘𝐽−𝑝

(︁
2𝑝𝑘𝜋𝜏 1/2𝑝

)︁
+𝐵𝑘𝐽𝑝

(︁
2𝑝𝑘𝜋𝜏 1/2𝑝

)︁]︁
𝑠𝑖𝑛(𝑘𝜋𝜉), (17)

𝐴𝑘 = 2Γ(1− 𝑝)(𝑘𝜋𝑝)𝑝
1∫︁

0

𝜙(𝜉)𝑠𝑖𝑛(𝑘𝜋𝜉)𝑑𝜉,

𝐵𝑘 = 2Γ(1 + 𝑝)(𝑘𝜋𝑝)−𝑝

1∫︁
0

𝜓(𝜉)𝑠𝑖𝑛(𝑘𝜋𝜉)𝑑𝜉, 𝑝 =
1

2 + 𝛼
,

где Γ– Гамма-функция.
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Проведен анализ формулы (17), показано поведение решения при различ-
ных параметрах растягивающей силы 𝛼 и при различных начальных профилях
струны.

На основе приведенного анализа поставлена обратная задача: опреде-
лить параметр 𝛼 по известным значениям амплитуд и длин волн.

Для решения поставленной задачи Бесселевы функции были заменены
на асимптотические формулы при больших аргументах. После подстановки в
решение (17), с допущением того, что начальная скорость считается нулевой
𝜓(𝜉) = 0, решение (17) для удаленного времени после начала действия силы
приводится к виду:

𝑢(𝜉, 𝜏) =

√
𝜏

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

⎡⎣𝐴𝑘

(︃
𝜏−

1
2𝑝

𝑝𝑘

)︃ 1
2

𝑐𝑜𝑠
(︁
2𝑝𝜋𝑘𝜏

1
2𝑝 +

𝑝𝜋

2
− 𝜋

4

)︁⎤⎦ 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝜋𝜉). (18)

Далее приводится вывод уравнения для расчета параметра растягиваю-
щей силы 𝛼 по колебаниям в некоторой точке 𝜉0 на струне. Показано, что если
известны некоторые точки 𝜏1 и 𝜏2 локального максимума функции 𝑢(𝜉0, 𝜏) и зна-
чения 𝑢𝑚𝑎𝑥1

и 𝑢𝑚𝑎𝑥2
функции 𝑢(𝜉0, 𝜏) в этих точках, то формула для нахождения

𝛼 представляется в виде:

𝛼 = −4 (ln𝑢𝑚𝑎𝑥1 − ln𝑢𝑚𝑎𝑥2)

ln 𝜏1 − ln 𝜏2
. (19)

Аналогично выведены формулы для нахождения 𝛼 по корням функции
(18) в некоторой точке 𝜉0.

𝛼 = −2 (ln𝑇1 − ln𝑇2)

ln 𝜂1 − ln 𝜂2
. (20)

Здесь 𝜏 = 𝜂𝑖 (𝑖 = 1, 2) – некоторый корень функции 𝑢(𝜉0, 𝜏) (Рис.1), а 𝑇𝑖 – длина
интервала (𝑎𝑖, 𝑏𝑖), где 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 – ближайшие к 𝜂𝑖 корни функции 𝑢(𝜉0, 𝜏).

Рис. 1: Периоды функции в точке 𝜉 = 0.5

Приведены примеры решения задач при различных параметрах 𝛼 и на-
чальных профилях струны. Проведена оценка сходимости метода.

Четвертая глава посвящена обратной задаче о продольном ударе по
стержню. Более точно, рассматривается цилиндрический стержень, оба конца
которого свободны (см. рис. 2, a).
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Рис. 2: Схема удара груза массой по стержню в момент времени 𝑡0:

a – состояние до удара; b – после удара.

В какой-то момент времени 𝑡* свободный конец подвергается удару груза
массы 𝑀 , движущегося вдоль оси со скоростью 𝑣. Решается задача определения
момента времени 𝑡0 удара, длины стержня 𝑙, массы груза и скорости 𝑣 по дан-
ным датчика, который снимает значения деформации (𝜕𝑢/𝜕𝑥) сечения стержня
с абсциссой 𝑥1 в различные моменты времени 𝑡 (см. рис. 2,b). Модуль упру-
гости стержня , площадь его поперечного сечения 𝐹 и объемная плотность 𝜌
считаются известными.

Метод решения основан на том факте, что при соударении груза и стреж-
ня, вдоль стержня возникают продольные волны, которые распространяясь по
стержню многократно отражаются от его концов. Изучая падающие и отражен-
ные волны были получены формулы для расчета длины стержня 𝑙, момента удара
𝑡*, массы ударяющего груза 𝑚 и его скорости 𝑣:

𝑙 = 𝑥1 + 𝑎(𝑡3 − 𝑡2)/2, 𝑡* = 𝑡1 − (𝑙 − 𝑥1)/𝑎,

𝑚 =
0.25𝑥1

𝑙 · ln
𝜕𝑢(𝑥,𝑡*1)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝑥1

𝜕𝑢(𝑥,𝑡*2)
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=𝑥1

, 𝑣 = −𝑎 𝜕𝑢(𝑥, 𝑡
*
1)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥1

𝑒
0.25𝑥1
𝑚𝑙 ,

где 𝑡*1 =
4𝑙−3𝑥1

4𝑎 + 𝑡*, 𝑡*2 =
2𝑙−𝑥1

2𝑎 + 𝑡* .
Приведены способы приложения полученных формул расчета.
В конце главы представлено описание программного комплекса для ре-

шения задачи о продольном ударе по стержню, приведены скриншоты. Разработ-
ка проводилась в Lazarus - интегрированной среде разработки ПО для Microsoft
Windows на языке Object Pascal. Программный продукт решает как прямую, так
и обратную задачи. Результат прямой задачи выводиться либо в виде графика,
либо в виде списка, по выбору пользователя. Результат решения обратной задачи
выводиться в виде списка.

В заключении приведены следующие основные результаты:
1. Решена задача идентификации краевых условий струны по двум соб-

ственным частотам. Доказано, что решение находятся с точностью до переста-
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новок закреплений местами. Полученное решение отличается от ранее решен-
ных задач тем, что идентифицируются не только параметры, но и вид краевых
условий. Кроме того, впервые условие Плюккера используется непосредственно
для нахождения самого решения, а не для доказательства корректности. Показа-
на применимость данного метода для решения задачи идентификации краевых
условий на обоих контурах кольцевой мембраны. Для кольцевой мембраны, ре-
шение находиться однозначно по трем собственным значениям.

2. Решена задача идентификации краевых условий струны по двум соб-
ственным значениям, в случае, когда в задаче Штурма-Лиувилля потенциал
𝑞(𝑥) ̸= 0 и симметричен. Показано, что если потенциал симметричен (𝑞(1−𝑥) =
𝑞(𝑥)), то метод решения задачи идентификации не отличается от метода реше-
ния задачи без потенциала. В этом случае также получаем два решения - краевые
условия находятся с точностью до перестановок закреплений местами.

3. Получено решение обратной задачи о колебании струны с перемен-
ным натяжением. Показано, что для определения закона изменения натяжения
достаточно знать два значения амплитуды и их моменты или два значения длин
волн.

4. Предложена простейшая математическая модель разрушения трубо-
провода (под водой), и на основе этой модели впервые решена задача прибли-
женного определения места, времени прорыва, а также его масштабов по по-
казаниям тензодатчика, изначально встроенного в трубопровод. (В этой модели
трубопровод моделируется стержнем, по торцу которого совершен удар. Коле-
бания трубопровода моделируются продольными колебаниями стержня, место
прорыва моделируется длиной стержня. «Масштабы разрушения» определяют-
ся массой и скоростью груза, которым нанесен удар).

5. Разработаны численные методы решения соответствующих задач иден-
тификации. Проведены исследования сходимости полученных решений метода-
ми многокомпонентного анализа. Фильтрация численных результатов экстрапо-
ляционной формулой Ричардсона показала хорошую сходимость решений.

6. Решены обратные задачи всех пяти типов, описанные в книге А. О. Ва-
тульяна: граничная обратная задача (задача идентификации краевых условий по
двум собственным значениям), коэффициентная (задача о колебании струны с
переменным натяжением), ретроспективная (задача о поиске момента удара по
струне), геометрическая (поиск длины стрежня по которому совершается удар),
обратная задача смешанного типа (задача об ударе по стержню).

7. Созданы программы для численного решения рассматриваемых в дис-
сертации прямых и обратных задач.
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